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ВВЕДЕНИЕ 
 

Как известно, исследования математических моделей физико-биологических фрактальных 

процессов и связанных с ними задач, таких как задачи прогноза и регулирования уровня 

грунтовых вод, содержания влаги и соли в почвогрунтах на мелиорируемой территории 

и др., приводят к качественно новому классу дифференциальных и интегро-

дифференциальных уравнений, получивших название нагруженных уравнений. В связи с 

этим исследование этих уравнений представляет большой как теоретический, так и 

практический интерес. 

В монографии А. М. Нахушева [1] приведена подробная библиография по нагруженным 

уравнениям, в том числе по различным применениям нагруженных уравнений, как метода 

исследования задач математической биологии, математической физики, математического 

моделирования нелокальных процессов и явлений, механики сплошных сред с памятью. 

Данная работа посвящена исследованию краевых задач для разрывно-нагруженных 

параболических уравнений с дробной производной. 

В области 𝐷 = {(𝑥, 𝑡): 0 < 𝑥 < 𝑙,   0 < 𝑡 < 𝑇} рассмотрим разрывно-нагруженное 

уравнение 
 

𝐿𝑢 = ∑ 𝑎𝑗
𝑘𝑛𝑘

𝑗=1 (𝑥, 𝑡)𝐷0𝑡

𝛼𝑗
𝑘

𝐾𝑗
𝑘(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥𝑗

𝑘 , 𝑡),   𝑇𝑘 < 𝑡 ≤ 𝑇𝑘+1,                       (1) 

 

где 𝑘 = 0, 1, 2, … , 𝑁, 0 = 𝑇0 < 𝑇1 < ⋯ < 𝑇𝑁 = 𝑇, 𝛼𝑛𝑘
𝑘 < 𝛼𝑛𝑘−1

𝑘 < ⋯ < 𝛼1
𝑘, 0 < 𝑥1

𝑘 < 𝑥2
𝑘 <

⋯ 𝑥𝑛𝑘
𝑘 < 𝑙, 𝐿𝑢 = 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢 − 𝑢𝑡 , 𝐷0𝑡

𝛼  – оператор дробного интегро-

дифференцирования порядка 𝛼 [2].  

Уравнение (1) относится к классу уравнений, предложенных в [3]. В работе [4] 

методом функции Грина исследована смешанная краевая задача для нагруженного 

уравнения теплопроводности. Работа [5] посвящена локальным и нелокальным краевым 

задачам для нагруженных параболических уравнений. Краевые задачи для уравнений 

в частных производных дробного порядка, включая диффузионно-волновые уравнения, 

рассмотрены в монографии [6]. В работе [7] получены решения краевых задач для  нагруженного 

диффузионно-волнового уравнения с дробной производной. Численному решению первой 

краевой задачи для нагруженного уравнения теплопроводности с переменными 

коэффициентами посвящены работы [8, 9]. 

 

ВТОРАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
 

В области 𝐷 для уравнения (1) рассмотрим краевую задачу: 
 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥),                                                                  (2) 
 

{
𝑢𝑥(0, 𝑡) + 𝛽1(𝑡)𝑢(0, 𝑡) = 𝛾1(𝑡),

𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + 𝛽2(𝑡)𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝛾2(𝑡),
                                                (3) 

 

где 𝛽1(𝑡), 𝛽2(𝑡), 𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡) ∈ [0, 𝑇]. 
Решением второй краевой задачи (1)–(3) будем называть функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), непрерывную 

в 𝐷, регулярную в 𝐷𝑖 = {(𝑥, 𝑡): 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑇𝑖−1 < 𝑡 < 𝑇𝑖} (𝑖 = 1, 2, … , 𝑁), удовлетворяющую 

условиям (2), (3). 

Теорема 1. Пусть выполнены условия: 

1) коэффициенты 𝑎(𝑥, 𝑡), 𝑏(𝑥, 𝑡), 𝑐(𝑥, 𝑡) в 𝐷 удовлетворяют неравенствам 
 

𝑎(𝑥, 𝑡) ≥ 𝜆0 > 0, 
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|𝑎(𝑥′, 𝑡) − 𝑎(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐴|𝑥′ − 𝑥|𝜆, 
 

|𝑏(𝑥′, 𝑡) − 𝑏(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐴|𝑥′ − 𝑥|𝜆, 
 

|𝑐(𝑥′, 𝑡) − 𝑐(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐴|𝑥′ − 𝑥|𝜆, 
 

|𝑎(𝑥, 𝑡′) − 𝑎(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐴|𝑡′ − 𝑡|𝜆, 
 

где 𝐴, 𝜆0 и 𝜆 – некоторые положительные постоянные. 

2) 𝑎𝑗
𝑘, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛𝑘, 𝑘 = 0, 1, … , 𝑁 непрерывны в �̅� по совокупности переменных 𝑥, 𝑡 и 

удовлетворяют по 𝑡 условию Гельдера, а 𝐾𝑗
𝑘(𝑥, 𝑡) – непрерывны в �̅�, 𝜑(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙] и 𝜆𝑘 < 0. 

Тогда существует единственное решение задачи (1)–(3). 

Доказательство. Пусть в уравнении (1) 𝑁 = 2. Сначала мы докажем теорему в 

области 𝐷1. 

Пусть существует решение задачи (1)–(3) в области 𝐷1. Будем искать 𝑢(𝑥, 𝑡) в виде: 
  

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∫[𝑍(𝑥, 𝑡; 0, 𝜏)Ψ1(𝜏) + 𝑍(𝑥, 𝑡; 𝑙, 𝜏)Ψ2(𝜏)]𝑑𝜏

𝑡

0

+ ∫ 𝑍(𝑥, 𝑡; 𝜉, 0)𝜑(𝜉)𝑑𝜉 −

𝑙

0

 

 

− ∫ 𝑑𝜏

𝑡

0

∫ 𝑍(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)

𝑙

0

∑ 𝑎𝑗
0(𝜉, 𝜏)𝐷0𝜏

𝛼𝑗
0

𝑛0

𝑗=1

𝐾𝑗
0(𝜉, 𝜏)𝑢(𝑥𝑗

0, 𝜏)𝑑𝜉,                           (4) 

 

где 
 

Ψ1(𝑡)

2
= 𝐴(𝑡) − ∫ 𝑑𝜏

𝑡

0

∫ 𝑀1(0, 𝑡; 𝜉, 𝜏)

𝑙

0

∑ 𝑎𝑗
0(𝜉, 𝜏)𝐷0𝜏

𝛼𝑗
0

𝑛0

𝑗=1

[𝐾𝑗
0(𝜉, 𝜏)𝑢(𝑥𝑗

0, 𝜏)]𝑑𝜏 − 

 

− ∑ {∫ 𝑀1,𝑛(0, 𝑡; 0, 𝜏) [∫ 𝑑𝜏1

𝜏

0

∫ 𝑀1(0, 𝑡; 𝜉, 𝜏1) ∑ 𝑎𝑗
0(𝜉, 𝜏1)𝐷0𝜏1

𝛼𝑗
0

𝐾𝑗
0(𝜉, 𝜏1)𝑢(𝑥𝑗

0, 𝜏1)

𝑛0

𝑗=1

𝑑𝜉

𝑙

0

]

𝑡

0

𝑑𝜏 −

∞

𝑛=1

 

 

− ∫ 𝑀2,𝑛(0, 𝑡; 𝑙, 𝜏) [∫ 𝑑𝜏1

𝜏

0

∫ 𝑀2(𝑙, 𝜏; 𝜉, 𝜏1) ∑ 𝑎𝑗
0(𝜉, 𝜏1)𝐷0𝜏

𝛼𝑗
0

𝐾𝑗
0(𝜉, 𝜏1)𝑢(𝑥𝑗

0, 𝜏1)

𝑛0

𝑗=1

𝑑𝜉

𝑙

0

]

𝑡

0

𝑑𝜏}, 

 

Ψ2(𝑡)

2
= 𝐵(𝑡) − ∫ 𝑑𝜏

𝑡

0

∫ 𝑀2(𝑙, 𝑡; 𝜉, 𝜏)

𝑙

0

∑ 𝑎𝑗
0(𝜉, 𝜏)𝐷0𝜏

𝛼𝑗
0

𝑛0

𝑗=1

[𝐾𝑗
0(𝜉, 𝜏)𝑢(𝑥𝑗

0, 𝜏)]𝑑𝜏 − 

 

− ∑ {∫ 𝑀1,𝑛(𝑙, 𝑡; 0, 𝜏) [∫ 𝑑𝜏1

𝜏

0

∫ 𝑀1(0, 𝑡; 𝜉, 𝜏1) ∑ 𝑎𝑗
0(𝜉, 𝜏1)𝐷0𝜏1

𝛼𝑗
0

𝐾𝑗
0(𝜉, 𝜏1)𝑢(𝑥𝑗

0, 𝜏1)

𝑛0

𝑗=1

𝑑𝜉

𝑙

0

]

𝑡

0

𝑑𝜏 −

∞

𝑛=1

 

 

− ∫ 𝑀2,𝑛(𝑙, 𝑡; 𝑙, 𝜏) [∫ 𝑑𝜏1

𝜏

0

∫ 𝑀2(𝑙, 𝜏; 𝜉, 𝜏1) ∑ 𝑎𝑗
0(𝜉, 𝜏1)𝐷0𝜏1

𝛼𝑗
0

𝐾𝑗
0(𝜉, 𝜏1)𝑢(𝑥𝑗

0, 𝜏1)

𝑛0

𝑗=1

𝑑𝜉

𝑙

0

]

𝑡

0

𝑑𝜏}, 
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𝐴(𝑡) = ∫ 𝑀1(0, 𝑡; 𝜉, 𝜏)𝜑(𝜉)

1

0

𝑑𝜉 + 

 

+ ∑ {∫ 𝑀1,𝑛(0, 𝑡; 0, 𝜏) [∫ 𝑀1(0, 𝜏; 𝜉, 0)𝜑(𝜉)𝑑𝜉 − 𝛾1(𝜏)

𝑙

0

]

𝑡

0

−

∞

𝑛=1

 

 

− ∫ 𝑀2,𝑛(0, 𝑡; 𝑙, 𝜏) [∫ 𝑀2(𝑙, 𝜏; 𝜉, 0)𝜑(𝜉)𝑑𝜉 − 𝛾2(𝜏)

𝑙

0

]

𝑡

0

} 𝑑𝜏 − 𝛾1(𝜏), 

 

𝐵(𝑡) = ∫ 𝑀2(𝑙, 𝑡; 𝜉, 0)𝜑(𝜉)

𝑙

0

𝑑𝜉 + 

 

+ ∑ ∫ {∫ 𝑀1,𝑛(𝑙, 𝑡; 0, 𝜏) [∫ 𝑀1(0, 𝜏; 𝜉, 0)𝜑(𝜉)𝑑𝜉 − 𝛾1(𝜏)

𝑙

0

] −

𝑡

0

𝑡

0

∞

𝑛=1

 

 

− ∫ 𝑀2,𝑛(𝑙, 𝑡; 𝑙, 𝜏) [∫ 𝑀2(𝑙, 𝜏; 𝜉, 0)𝜑(𝜉)𝑑𝜉 − 𝛾2(𝜏)

𝑙

0

]}

𝑡

0

𝑑𝜏 − 𝛾2(𝜏), 

 

𝑀𝑘,1 = 𝑀𝑘 , 
 

𝑀𝑘,𝑛+1(𝜉𝑘, 𝑡; 𝜉𝑗 , 𝜏) = ∫ 𝑀𝑘(𝜉𝑘, 𝑡; 𝜉𝑗 , 𝜎)𝑀𝑘,𝑛(𝜉𝑗, 𝜎; 𝜉𝑘, 𝜏)𝑑𝜏,

𝑡

0

 

 

𝑘 = 1, 2;    𝑗 = 1, 2;   𝜉1 = 0;   𝜉2 = 0. 
 

При 𝑥 → 𝑥𝑖
0  (𝑖 = 1, 2, … , 𝑛0) из (4) имеем 

 

𝑢(𝑥𝑖
0, 𝑡) = ∫ 𝑁𝑖(𝑡, 𝜂)𝑢(𝑥𝑖

0, 𝜂)𝑑𝜂 + 𝐹𝑖(𝑡),

𝑡

0

                                      (5) 

 

где 

𝑁𝑖(𝑡, 𝜂) = −2 ∑ {∫ 𝑍(𝑥𝑖, 𝑡; 0, 𝜏)

𝑡

𝜂

∞

𝑛=1

∫ ∫[𝑀1,𝑛(0, 𝜏; 𝜉, 𝜏1)𝑀1(0, 𝜏1; 𝜉, 𝜂)

𝜏

𝜂

𝑙

0

+ 

 

+𝑀2,𝑛(0, 𝜏; 𝑙, 𝜏1)𝑀2(𝑙, 𝜏1; 𝜉, 𝜏)] ∑ 𝑎𝑗
0(𝜉, 𝜏1)𝐷0𝜏1

𝛼𝑗
0

𝐾𝑗
0(𝜉, 𝜏1)𝑢(𝑥𝑗

0, 𝜏1)𝑑𝜏1

𝑛0

𝑗=1

𝑑𝜉 + 

 

+ ∫ 𝑍(𝑥𝑖, 𝑡; 𝑙, 𝜏)

𝑡

𝜂

∫ ∫[𝑀1,𝑛(𝑙, 𝜏; 0, 𝜏1)𝑀1(0, 𝜏1; 𝜉, 𝜂)

𝜏

𝜂

𝑙

0

+ 
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+𝑀2,𝑛(𝑙, 𝜏; 𝑙, 𝜏1)𝑀2(𝑙, 𝜏1; 𝜉, 𝜂)] ∑ 𝑎𝑗
0(𝜉, 𝜏1)𝐷0𝜏1

𝛼𝑗
0

𝐾𝑗
0(𝜉, 𝜏1)𝑢(𝑥𝑗

0, 𝜏1)

𝑛0

𝑗=1

 𝑑𝜏1𝑑𝜉} 

 

𝐹𝑖(𝑡) = ∫[𝑍(𝑥𝑖, 𝑡; 0, 𝜏)𝐴(𝜏) + 𝑍(𝑥𝑖, 𝑡; 𝑙, 𝜏)𝐵(𝜏)]𝑑𝜏.

𝑡

0

 

 

Для 𝑍(𝑥𝑖, 𝑡; 𝜉, 𝜏) и 𝑀𝑘(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏) имеем следующие оценки: 
 

|𝑍(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)| ≤
𝑐

(𝑡 − 𝜏)𝜇|𝑥 − 𝜉|1−2𝜇
,   1 − 𝜆/2 < 𝜇 < 1, 

 

|𝑀𝑘(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)| ≤
𝑐

(𝑡−𝜏)𝜇|𝑥−𝜉|1−2𝜇−𝜆
,   𝑘 = 1, 2.                                      (6) 

 

Докажем сходимость ряда 
 

∑ ∫ ∫ 𝑀𝑘,𝑛(𝜉𝑘, 𝑡; 𝜉𝑖 , 𝜏1)𝑀𝑘(𝜉𝑖, 𝜏1; 𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜏1

𝜏

𝜂

𝑙

0

.                                     (7)

∞

𝑛=1

 

 

Для этого воспользуемся следующей леммой [10]: 
 

Лемма 1. Если 0 < 𝑎 < 1, 0 < 𝑏 < 1,  то ∀ 𝑥 ∈ [0, 𝑙], 𝑧 ∈ [0, 𝑙], 𝑥 ≠ 𝑧: 
 

∫
𝑑𝑦

|𝑥 − 𝑦|𝑎|𝑦 − 𝑧|𝑏
≤ {

𝑐|𝑥 − 𝜉|1−𝑎−𝑏 , если  𝑎 + 𝑏 > 1,
           𝑐,                      если  𝑎 + 𝑏 < 1.

𝑙

0

 

 

Используя лемму 1 и неравенство (6), находим, что 
 

|𝑀𝑘,2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)| ≤
𝑐

(𝑡 − 𝜏)𝜇+(𝜇−1)|𝑥 − 𝜉|2−2𝜇−𝜆+(1−2𝜇−𝜆)
. 

 

Поскольку 𝜇 < 1 и 1 < 2𝜇 + 𝜆, особенность в 𝑀𝑘,2 более слабая, чем в 𝑀𝑘,1=𝑀𝑘. 

Оценивая аналогичным образом 𝑀𝑘,3, 𝑀𝑘,4 и т. д., мы дойдем до 𝑚0, для которого 

 

|𝑀𝑘,𝑚0
(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)| ≤ 𝑐.                                                    (8) 

 

Докажем далее методом индукции по 𝑙0, что 
 

|𝑀𝑘,𝑚0
(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)| ≤ 𝑐

[𝑐2(𝑡 − 𝜏)1−𝜇]𝑙0

Γ[(1 − 𝜇)𝑙0 + 1]
,                                            (9) 

 

где 𝑐1, 𝑐2 – некоторые постоянные, а Γ(𝑧) – гамма-функция Эйлера. Предположим, что (9) 

имеет место для некоторого целого 𝑙0 и с помощью (6) получим 
 

|𝑀𝑘,𝑙0+𝑚0+1| ≤ 𝑐𝑐1

𝑐2
𝑙0

Γ[(1 − 𝜇)𝑙0+1]
∫(𝑡 − 𝜎)−𝜇(𝜎 − 𝜂)(1−𝜇)𝑙0𝑑𝜎.

𝑡

0
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Подставляя 𝑌 = (𝜎 − 𝜏)/(𝑡 − 𝜏), используя формулу 
 

∫(1 − 𝑦)𝑎−1𝑦𝑏−1𝑑𝑧 =
Γ(𝑎)Γ(𝑏)

Γ(1 + 𝑏)

1

0

  

 

и  выбирая  подходящим  образом  постоянную 𝑐2,  получим  формулу  (9)  для  всех  𝑙0 = 1. 

Но для 𝑙0 = 0 (9) совпадает с (8). Отсюда следует доказательство (9). Из (9) следует, что 

ряд (7) сходится. 

В дальнейшем понадобятся следующие неравенства: 
 

|𝑍(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)| ≤ 𝑐(𝑡 − 𝜏)−
1
2𝑒

−
𝜆0(𝑥−𝜉)2

4(𝑡−𝜏) ,                                         (10)  
 

|
𝜕𝑍(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)

𝜕𝑥
| ≤ 𝑐(𝑡 − 𝜏)−

3
2𝑒

−
𝜆0(𝑥−𝜉)2

4(𝑡−𝜏) . 

 

Преобразуем (10) в виде 
 

|𝑍(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)| ≤ 𝑐(𝑡 − 𝜏)−
1
2𝑒

−
𝜆0(𝑥−𝜉)2

4(𝑡−𝜏) = 
 

= 𝑐(𝑡 − 𝜏)−𝜇(𝑥 − 𝜉)𝜇−1/2 [
(𝑥 − 𝜉)2

(𝑡 − 𝜏)
]

1
2

−𝜇

𝑒
−

𝜀𝜆0(𝑥−𝜉)2

4(𝑡−𝜏) 𝑒
(1−𝜀)(𝑥−𝜉)2𝜆0

4(𝑡−𝜏) . 

 

Для 0 < 𝐴 < ∞ получим следующее неравенство 
 

|𝑍(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)| ≤ 𝑐(𝑡 − 𝜏)−𝜇(𝑥 − 𝜉)1−2𝜇𝑒
−

�̅�0(𝑥−𝜉)2

4(𝑡−𝜏)  
 

для любых �̅�0 < 𝜆0 и 0 < 𝜇 ≤
1

2
. 

 

Аналогично доказывается, что 
 

|
𝜕𝑍(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)

𝜕𝑥
| ≤ 𝑐(𝑡 − 𝜏)−𝜇1(𝑥 − 𝜉)2𝜇1−

3
2𝑒

−
�̅�0(𝑥−𝜉)2

4(𝑡−𝜏) . 

 

Следовательно, 
 

|𝑀𝑘,2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)| ≤ 𝑐(𝑡 − 𝜏)−𝜇(𝑥 − 𝜉)2𝜇−
3
2𝑒

−
�̅�0(𝑥−𝜉)2

4(𝑡−𝜏) . 
 

Пусть 𝜇1 =
3

4
. Тогда 

 

|𝑀𝑘,2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)| = |∫ ∫ 𝑀𝑘(𝑥, 𝑡; 𝑦, 𝜎)𝑀𝑘,1(𝑦, 𝜎; 𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜎

𝑙

0

𝑡

0

| ≤ 

 

≤ 𝑐 ∫ ∫(𝑡 − 𝜏)−𝜇1𝑒
−

�̅�0(𝑥−𝜉)2

4(𝑡−𝜏) (𝜎 − 𝜏)𝑒−𝜆0(𝜉−𝑦)𝑑𝜉𝑑𝜏.

𝑙

0

𝑡

0

                             (11) 
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Сделаем подстановку: 
 

𝜌 = (�̅�0

𝑡 − 𝜏

𝑡 − 𝜎
)

1
2 𝜉 − 𝑦

2(𝜎 − 𝑡)
1
2

+ (�̅�0

𝜎 − 𝜏

𝑡 − 𝜎
)

1
2 𝑦 − 𝑥

2(𝑡 − 𝑥)
1
2

 . 

 

Так как 
 

�̅�0(𝑥 − 𝜉)2

4(𝑡 − 𝜎)
+

�̅�0(𝑦 − 𝜉)2

4(𝑡 − 𝜎)
=

�̅�0(𝑥 − 𝜉)2

4(𝑡 − 𝜎)
+ 𝜌2, 

 

то из (11) имеем 
 

|𝑀𝑘,2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)| = 𝑐 ∫(𝑡 − 𝜎)
1
2

−𝜇1(𝜎 − 𝑡)
1
2

−𝜇1

𝑡

0

(𝑡 − 𝜏)−
1
2𝑑𝜏. 

 

После подстановки (𝑡 − 𝜎)/(𝑡 − 𝜏) = 𝜂 получим 
 

|𝑀𝑘,2(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)| ≤
2𝜋

ℎ

1
2

𝑐𝑒
−

�̅�0(𝑥−𝜉)2

4(𝑡−𝜏) , 
 

∫ 𝜂−
1
4(1 − 𝜂)−

1
4

1

0

𝑑𝜂 ≤ 𝑐𝐵 (
3

4
,
3

4
) 𝑒

−
�̅�0(𝑥−𝜉)2

4(𝑡−𝜏) , 

 

где 𝐵(𝛼, 𝛽) – бета-функция.  

Легко установить, что все 𝑀𝑘,𝑚0
 (𝑚0 > 𝑧) – тоже непрерывные функции (𝑥, 𝑡) равномерно 

по отношению к (𝜉, 𝜏), если 𝑡 − 𝜏 ≥ 𝑐 > 0, и непрерывные функции (𝜉, 𝜏) равномерно по 

отношению к (𝑥, 𝑡), если 𝑡 − 𝜏 ≥ 𝑐 > 0. Отсюда следует, что 𝑀𝑘,𝑛(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏) – непрерывная 

функция по совокупности переменных (𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏), а следовательно, и ряд (7) – также 

непрерывная функция. 

Рассмотрим интеграл 
 

𝐼(𝑡) = ∫ 𝑑𝜏 ∫ 𝑀𝑖(𝑥, 𝑡; 𝜉, 𝜏)

𝑙

0

𝑡

0

∑ 𝑎𝑗
0(𝜉, 𝜂)

1

Γ(−𝛼𝑗)

𝑛0

𝑗=1

∫
𝐾𝑗

0(𝜉, 𝜏1)𝑢(𝑥𝑗
0, 𝜏1)

(𝜏 − 𝜏1)1+𝛼𝑗
𝑑𝜏1

𝜏1

0

. 

 

Так как 𝛼𝑗 < 0, то из (6) имеем, что 𝐼(𝑡) – прерывная функция. Следовательно, система 

интегральных уравнений (5) имеет единственное непрерывное решение. Подставляя 

𝑢(𝑥𝑖
0, 𝑡) в (4), с учетом, что краевая задача (2), (3) имеет единственное решение для 

уравнения 𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) [10], получаем однозначное решение в 𝐷1. 

Так как 𝑢(𝑥, 𝑇1) ∈ 𝐶[0, 𝑙], то аналогично получается решение задачи (1)–(3) и в области 

𝐷2. Теорема доказана. 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Таким образом, в данной работе доказана однозначная разрешимость второй краевой 

задачи для нагруженного параболического уравнения дробного порядка. Полученные  

результаты важны для развития теории краевых задач для уравнений в частных производных 

дробного порядка, в том числе нагруженных уравнений параболического типа, а также  

математического моделирования различных процессов и систем с распределенными  

параметрами, имеющих фрактальную пространственно-временную структуру. 
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