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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ БПЛА В ФОРМЕ ЛАГРАНЖА 

 

Система управления на основе методов Model predictive control (MPC) [1–3] использует 

кинематическую модель реального объекта, который должен подвергаться управляющим 

воздействиям. Наиболее распространены записи кинематических моделей в формах урав-

нений Лагранжа и Гамильтона. В данном случае применяется форма Лагранжа из-за явного 

использования обобщенных скоростей в отличие от формы Гамильтона [4], где уравнения 

используют обобщенные импульсы. 

Представим математическую модель четырехроторного БПЛА в форме Лагранжа. Для 

этого приведем обобщенный лагранжиан 𝐿, который представляет собой разность кинети-

ческой и потенциальной энергий моделируемого объекта. В случае квадрокоптера [5–7] 

рассматриваемая модель может быть основана на модели абсолютно твердого тела [8]: 
 

  𝐿(𝑞, 𝑞̇) = 𝑇(𝑞̇) − 𝑈(𝑞),     (1) 
 

где 𝑇(𝑞̇), 𝑈(𝑞) – кинетическая и потенциальная энергия соответственно. 

Из-за возможности БПЛА вращаться вокруг трех осей относительно собственного цен-

тра масс представим кинетическую энергию в форме Кенинга: 
 

  𝑇 = 𝑇0 + 𝑇𝑟 =
𝑚𝑣2

2
+

𝐼𝜔2

2
,     (2) 

 

где 𝑇0, 𝑇𝑟 – энергия движения центра масс и энергия движения относительно центра масс 

соответственно, 𝑣, 𝜔 – линейная и угловая скорости объекта, 𝐼 – его момент инерции. 

Таким образом, Лагранжиан квадрокоптера примет следующий вид: 
 

  𝐿(𝑞, 𝑞̇) = 𝑇0(𝑞̇) + 𝑇𝑟(𝑞̇) − 𝑈(𝑞) =
𝑚

2
𝜉̇𝑇𝜉̇ +

1

2
𝑣𝑇𝐼𝑣 − 𝑚𝑔𝑧.             (3) 

 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДА ШТРАФНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

Метод штрафных функций является одним из наиболее распространенных методов ре-

шения задач оптимального управления. Идея метода состоит в приближенном решении за-

дачи минимизации при ограничениях и сведении ее к решению задачи минимизации целе-

вой функции без ограничений. При этом вспомогательная функция выбирается так, чтобы 

она совпадала с минимизированной функцией внутри области допустимых решений и 

быстро возрастала вне ее [9]. Допустим, что исследуется задача при ограничениях: 
 

  {
min 𝑓0(𝑥)

𝑓1(𝑥) ≤ 0, 𝑖 = 1,2 … 𝑛.
      (4) 

 

Составим функцию:  
 

  𝜑0(𝑡) {
𝑡2, 𝑡 ≥ 0
0, 𝑡 < 0;

     (5) 

 

𝑆(𝑥, 𝑟) = 𝑟 ∑ 𝜑0
𝑛
𝑖=1 (𝑓𝑖(𝑥)),    (6) 
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тогда легко видеть, что S(x,r) внутри области допустимых решений. Если же точку x взять 

вне этой области, то S(x,r)>0 и 𝑆(𝑥, 𝑟) → +∞ при 𝑟 → ∞. 

Вспомогательная задача теперь состоит в минимизации 𝐹(𝑥, 𝑟) = 𝑓0(𝑥) + 𝑆(𝑥, 𝑟).                               

Ожидаемо, что решение этой задачи будет близким к решению исходной задачи [10]. В об-

щем случае она строится так, чтобы график ее функции был гладким.  

Пусть имеется задача минимизировать значение функции при ограничениях 
 

  
min 𝑓0(𝑥)

𝑓1(𝑥) ≤ 0, 𝑖 = 1,2 … 𝑛,
     (7) 

 

которая далее будет разобрана поэтапно. 

Этап подготовки: выбрать в качестве константы остановки 0   начальную допустимую 

точку 𝑥0 ∈ 𝑅𝑛, для которой 𝑓𝑖(𝑥) ≤ 0, скаляр r0 и 0 < 𝛽 < 1. Положить, что k=1, и перейти 

к основному этапу. 

Главный итерационный процесс: k-я итерация. 

Шаг 1.  

При исходной точке xk решить следующую задачу безусловной оптимизации: 
 

  min 𝐹(𝑥, 𝑟) = 𝑓0(𝑥) + 𝑆(𝑥, 𝑟),        (8) 
 

где 𝑟 > 00 – параметр, значения которого убывают на каждой итерации. 

Примерами штрафных функций являются: 

1) обратная функция 𝑆𝑖(𝑥, 𝑟) = 1/𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 ; 

2) логарифмическая функция 𝑆𝑖(𝑥, 𝑟) = − ln 𝑓𝑖(𝑥)),  𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

Положить xk+1 равным оптимальному решению задачи минимизации и перейти ко вто-

рому шагу. 

Минимизация штрафной функции может быть выполнена любым методом безусловной 

оптимизации, например, градиентным [11]. 

Шаг 2. 

Если ( ),S x r  , то остановиться. Решение является искомым. 

В противном случае положить, что 𝑟𝑘+1 =  𝛽𝑟𝑘. Изменить 𝑘 =  𝑘 + 1 и перейти к первому 

шагу (k+1)-й итерации. 

Далее используем метод Эйткина [12] для ускорения вычислений по методу штрафных 

функций. С помощью этого метода можно добиться ускорения сходимости итерационных 

методов. 

Пусть по методу штрафных функций получены точки 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1. Эти точки должны 

удовлетворять системе ограничений задачи 𝑓𝑖(𝑥) ≤ 0. Тогда будем определять каждое по-

следующее значение из формулы 
 

  𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −  
(𝑥𝑛−𝑥𝑛−1)2

𝑥𝑛−2𝑥𝑛−1+𝑥𝑛−2
              (9) 

 

при условии 𝑓𝑖(𝑥𝑛+2) ≤ 0. 

Графическая интерпретация метода представлена на рисунке 1. Блок-схема всего чис-

ленного метода изображена на рисунке 2. 
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Рис. 1. Графическое представление поиска точки решения с ускорением Эйткина  
 

Fig. 1. Graphical representation of the search for a solution point with Aitken’s acceleration 
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Рис. 2. Блок-схема разработанного метода поиска оптимального решения на основе метода 

штрафных функций и ускорения Эйткина 
 

Fig. 2. Block diagram of the developed method for finding the optimal solution based on the method  

of penalty functions and Aitken’s acceleration 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Данная статья посвящена разработке численного метода решения оптимизационной за-

дачи траекторного управления единичным БПЛА, отличающегося от известных использо-

ванием прогнозирующих моделей на основе метода штрафных функций с вычислительным 

ускорением. Описана математическая модель БПЛА в форме Лагранжа.  

В статье был разработан и описан численный метод поиска решения задачи траекторного 

управления, которая представлена в виде задачи квадратичного программирования, исполь-

зующий метод штрафных функций с вычислительным ускорением Эйткина. 
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