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ВВЕДЕНИЕ 
 

В настоящее время вызывает большой практический и теоретический интерес исследо-

вание локальных и нелокальных краевых задач для гиперболических уравнений третьего 

порядка. Обусловлено это тем, что решение многих прикладных задач физики, механики, 

биологии сводится к исследованию тех или иных локальных и нелокальных краевых задач 

для уравнений третьего порядка гиперболического типа. Например, известно, что вопросы 

фильтрации жидкости в пористых средах [1, 2], передачи тепла в гетерогенной среде  

[3, 4], влагопереноса в почвогрунтах [5; 6, c. 137] приводят к модифицированным уравне-

ниям диффузии, которые являются уравнениями в частных производных гиперболическо-

го типа третьего порядка.  

Исследованию краевых задач для модифицированного уравнения влагопереноса и 

численным методам их решений посвящены работы [7–10]. Нелокальные задачи для 

уравнений третьего порядка гиперболического типа различными методами изучены в 

работах [11–14]. В работах [15–16] получены представления регулярных решений первой 

и смешанной краевой задачи соответственно для неоднородного уравнения Аллера. Пер-

вая краевая задача в нелокальной постановке для обобщенного уравнения Аллера изучена 

в работе [17]. Краевые задачи для различных уравнений смешанного и смешанно-

составного типов третьего порядка исследованы в работе [18]. Здесь же приведен доста-

точно полный список работ по исследованиям в области уравнений смешанного и сме-

шанно-составного типов третьего порядка. 

Однако малоизученным остается вопрос постановки краевых условий для отдельных 

видов общих и модельных уравнений третьего порядка гиперболического типа, обеспечи-

вающих существование и единственность решения соответствующих задач.  

В данной работе поставлены и исследованы краевые задачи для модельного уравнения 

гиперболического типа третьего порядка, решения которых выписаны в явном виде. 

Найдены условия на заданные функции, обеспечивающие регулярность решений соответ-

ствующих задач. Найденные представления могут применяться при решении различных 

реальных физических и биологических задач, математическое моделирование которых 

требует изучения задач, подобных исследуемым в работе.  Также они найдут применение 

при дальнейших постановках и исследованиях краевых задач для различных уравнений 

смешанного и смешанно-составного типов с аналогичным модельным оператором в обла-

сти гиперболичности. 
 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ 
 

На евклидовой плоскости точек ( )yx,  рассмотрим уравнение третьего порядка гипер-

болического типа следующего вида: 
 

( ) ( )yxfuu
yx

yyxx ,=−











+




,           (1) 

 

где ( )yxf ,  – заданная функция, ( )yxuu ,=  – искомая функция. 

Уравнение (1) рассматривается в области  , ограниченной отрезком 

( ) 0,0:, == yrxyxAB  прямой 0=y , а также характеристиками 0: =− xyAC , 

rxyBC =+:  уравнения (1). Здесь ( )0,0=A , ( )0,rB = , 







=

2
,

2

rr
C .  
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На отрезке AB  прямой 0=y  возьмем произвольную точку ( )0,x  и через данную точку 

проведем две характеристики уравнения (1), параллельные характеристикам AC  и BC . 

Соответствующие точки пересечения с характеристиками AC  и BC  обозначим через  
 

( ) 







=

2
,

2
0

xx
x , ( ) 







 −+
=

2
,

2

xrxr
xr . 

 

Регулярным в области   решением уравнения (1) назовем всякую функцию ( )yxuu ,=  

из класса ( ) ( ) ji

yxCCu ,

, , ( 3,0=i , 3,0=j , 3=+ ji ), при подстановке которой уравне-

ние (1) обращается в тождество. 

Задача 1. Найти регулярное в области   решение уравнения (1), удовлетворяющее 

краевым условиям 
 

( ) ( )xxu =0, ,  rx 0 ,         (2) 

( )  ( )xxu  =0
,  rx 0 ,         (3) 

( )  ( )xxu r  = ,  rx 0 ,           (4) 
 

где ( )x , ( )x , ( )x  – заданные функции. 

Задача 2. Найти регулярное в области   решение уравнения (1), удовлетворяющее 

краевым условиям (2), (3) и условию 
 

( ) ( )xxuy =0, ,  rx 0 ,        (5) 
 

где ( )x , ( )x , ( )x  – заданные функции. 

Задача 3. Найти регулярное в области   решение уравнения (1), удовлетворяющее 

краевым условиям (2), (4), (5), где ( )x , ( )x , ( )x  – заданные функции. 

Сформулированные выше задачи 1–3 относятся к классу локальных краевых задач для 

уравнения (1) [19, с. 135]. 

 

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ 1 
 

Справедлива следующая теорема 

Теорема 1. Пусть заданные функции ( )x , ( )x , ( )x , ( )yxf ,  таковы, что они обла-

дают свойствами 
 

( )x , ( )x , ( )    rCrCx ,0,0 3 ,  ( ) ( )Cyxf ,  
 

и выполнены условия согласования: ( ) ( )00  = , ( ) ( )rr  = , ( ) ( )r =0 . 

Тогда существует единственное регулярное в области   решение задачи 1. 

Действительно, найдем сначала общее решение уравнения (1). В развернутом виде 

уравнение (1) перепишется так: 
 

( )yxfuuuu yyyxyyxxyxxx ,=−−+ .             (6) 
 

В характеристических координатах yx+= ,  yx −=  уравнение (6) запишется в сле-

дующем виде: 
 








 −+
=

2
,

2
8


 fu .          (7) 
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Интегрируя уравнение (7) сначала два раза по первой переменной  , а затем один раз 

по второй переменной  , находим 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  






 −+
−+++=

 


0 0

321
2

;
28

1
, dsdt

tsts
fsFFFu ,    (8) 

 

где 1F , 2F , 
3F  являются произвольными функциями своих аргументов. 

Возвращаясь к прямоугольным координатам ( )yx, , из (8) получим общее решение 

уравнения (1): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
+ −








 −+
−++−+−+++=

yx yx

dsdt
tsts

fsyxyxFyxFyxyxFyxu
0 0

321
2

,
28

1
, .     (9) 

 

Удовлетворяя (9) заданным начально-краевым условиям (2) – (4), получим 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )




















 −+
−−=++

=++








 −+
−−=++

 

 

.
2

,
28

1

,00

,
2

,
28

1

0 0

321

321

0 0

321

r x

x x

dsdt
tsts

fsrxxFxFrrF

xFFxxF

dsdt
tsts

fsxxxFxFxxF







  (10) 

 

Решая систему (10), находим, что 
 

( ) ( ) ( ) ( ),00 321 FFxxxF −−=  

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) +






 −+
−

−
−+

−

−+−
=  

r x

dsdt
tsts

fsr
xr

F
xr

rxxx
xF

0 0

22
2

,
28

1
0


 

 

( )
( ) ,

2
,

28

1

0 0

  






 −+
−

−
+

x x

dsdt
tsts

fsx
xr

 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) +






 −+
−

−
−+

−

−+−
=  

x x

dsdt
tsts

fsx
xr

r
F

xr

xrrxxxxr
xF

0 0

33
2

,
28

0


 

 

( )
( ) .

2
,

28 0 0

  






 −+
−

−
+

r x

dsdt
tsts

fsr
xr

x
 

 

Тогда, возвращаясь к формуле (9), находим решение задачи 1 в виде 
 

( ) ( ) ( ) +






 −+
−+++=  

+ −yx yx

dsdt
tsts

fsyxyxyxu
0 0 2

,
28

1
,   

 

( ) ( ) ( ) +



















 −+
−−−−

+−
+  

−r yx

dsdt
tsts

fsrryxy
yxr 0 0 2

,
28

1
2

1
  

 

( ) ( ) ( ) ( )



















 −+
−−+−+−−++  

− −yx yx

dsdt
tsts

fsyxyxyxryx
0 0 2

,
28

1
 .        (11) 
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Из свойств заданных функций ( )x , ( )x , ( )x , перечисленных в теореме 1, следует, 

что функция ( )yxu , , определенная формулой (11), и есть представление единственного 

регулярного в области   решения задачи 1. 

 

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ 2 
 

Перейдем к исследованию задачи 2. Здесь справедлива следующая  
 

Теорема 2. Пусть заданные функции ( )x , ( )x , ( )x , ( )yxf ,  таковы, что они обла-

дают свойствами 
 

( )x , ( )    rCrCx ,0,0 41  ,           (12) 
 

( )    rCrCx ,0,0 3 , ( ) ( )Cyxf ,                (13) 
 

и выполнены условия согласования ( ) ( )00  = , ( ) ( ) ( )0'20'0  =+ . 

 Тогда существует единственное регулярное в области   решение задачи 2. 

Действительно, воспользуемся полученным выше представлением общего решения (9) 

уравнения (1). Удовлетворяя (9) условиям (2), (3), (5), приходим к следующей системе от-

носительно ( )xFi
, 3,1=i : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )




















 −+
−







 −+
−+=

=−−+

=++








 −+
−−=++

 

 

.
2

,
28

1

2
,

28

1

'''

,00

,
2

,
28

1

0 00

3221

321

0 0

321

x xx

x x

dsdt
tsts

fds
xsxs

fsxx

xFxFxxFxF

xFFxxF

dsdt
tsts

fsxxxFxFxxF







  (14) 

 

Из системы (14) находим: 
 

( ) ( ) ( ) ( )00 321 FFxxxF −−= ; 
 

( )
( ) ( )

( ) ( )0
2

,
28

1
'

2

'
2

0 0

2 Fdsdt
tsts

fx
xx

xF
x x

+






 −+
−−

+
=  


; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( )0
2

,
28

1
'

2
' 3

0 0

3 Fdsdt
tsts

fsxx
x

xxxxxF
x x

+






 −+
++−+−=   . 

 

Подставляя найденные значения ( )xFi
, 3,1=i  в формулу (9), находим решение задачи 2 

для уравнения (1) в следующем виде: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−+−−−+++−+−= yxyyxyyxyxyxyyxyxu  '2',  
 
 

( ) 
− +

−








 −+
−++

yx yx

yx

dsdt
tsts

fsyx
0 2

,
28

1
.    (15) 

 

Если заданные функции обладают свойствами (12), (13) и выполнены приведенные в 

теореме 2 условия согласования, то формула (15) является представлением единственного 

регулярного решения задачи 2. 



MATHEMATICS AND MECHANICS 

 

16                                                          News of the Kabardino-Balkarian Scientific Center of RAS  No. 5 (109) 2022 

Далее, проведя аналогичные вычисления, получим представление решения задачи 3 

вида 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  −−
−

−−
−

−

−+
−+= 

+

−

+

−

yx

yx

yx

yx

dttt
tr

yxr
dtt

tr

tyx
yxyxu  '

2

1
',  

 

( )( )
−







 −+

−

−−−
+







 −+

−

−−
−   

+

−

+

−

yx

yx

tr yx

yx

dsdt
tsts

f
tr

styxr
dsdt

tsts
f

tr

yxt

00 2
,

28

1

2
,

28

1
 

 

( ) 
+ +

−








 −+
−+−

yx yx

yx

dsdt
tsts

fsyx
0 2

,
28

1
.   (16) 

 

Из представления (16) ясно, что если ( )x , ( )    rCrCx ,0,0 41  , 

( )    rCrCx ,0,0 3 , ( ) ( )Cyxf ,  и выполнено условие согласования ( ) ( )rr  = , то 

оно будет представлять собой единственное регулярное решение задачи 3. 
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