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ВВЕДЕНИЕ  
 

Задачи, связанные с моделированием процессов фильтрации жидкости в трещинова-

то-пористых средах [1], процесс влагопереноса в почво-грунтах [2, 3], передачи тепла в 

гетерогенной среде [4] описываются псевдопараболическими и псевдогиперболически-

ми уравнениям третьего порядка. Распространение акустических волн в слабонеодно-

родных средах [5] приводится к краевым задачам для гиперболического уравнения тре-

тьего порядка. 

Под обратными задачами для дифференциальных уравнений понимают задачи 

нахождения неизвестных коэффициентов, правых частей, а также начальных или гранич-

ных условий и решений дифференциальных уравнений по заданной дополнительной ин-

формации (переопределении) о решении прямой задачи. 

Обратные задачи являются динамично развивающимся  направлением современной 

математики. Обратным задачам для гиперболических и параболических уравнений 

второго порядка посвящено очень много работ.  Например, в монографиях В. Г. Романова 

[6, 7], С. И. Кабанихина [8] исследованы обратные задачи для гиперболических  уравнений, 

а   монографии  Ю. Я.  Белова  [9],  М.  Иванчова [10],  А. И. Прилепко,  И. А. Васина,  

Д. Г. Орловского [11] посвящены обратным задачам для параболических уравнений 

второго порядка. В монографиях [12, 13] изучены обратные задачи для псевдопараболиче-

ских и псевдо-гиперболических уравнений третьего порядка. 

Для гиперболических уравнений третьего порядка известны некоторые результаты. 

Например, обратная задача определения неизвестного коэффициента, зависящего от 

времени,  для гиперболического уравнения третьего порядка исследована в работе  [14], а 

в работе [15]  изучена обратная задача определения источника, зависящего от времени. 

Обратные задачи определения источника, зависящего от пространственных переменных, 

ранее  не рассматривались. 

 

ПОСТАНОВКА ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 
 

В работе рассматривается вопрос об однозначной разрешимости  обратной задачи 

определения пары функций   ( , ), ( )u x t f x , удовлетворяющих  в 
T

D  гиперболическому 

уравнению третьего порядка 
 

( ) ( ) ( ) ( )txgtxhxftxu
xtxt

,,,
2

2

2

2

+=











−
















+




, ( ) Ttx , ,  (1) 

 

удовлетворяющему начальным условиям 
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t tt
u x u x u x u x u x u x T x T= = = −     (2) 

 

и условиям переопределения 
   

( ) ( )ttu 0,0 = ,  ( ) ( )ttux 1,0 = ,  ( ) ( )ttuxx 2,0 = ,  Tt 0 .   (3) 

 

Здесь {( , ) : ( ) , 0 }
T

x t T t x T t t T = − −   −   , ( , ), ( , )h x t g x t , ( ),iu x  

( )ti ( )2,1,0=i  – заданные функции. 

Другими словами, требуется по известным функциям  ( , ), ( , ),h x t g x t ( ),iu x  ( )ti  

( )2,1,0=i  найти пару функций   ( , ), ( ) ,u x t f x удовлетворяющих (1)-(3). 
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Отметим,  что  в  обратной  задаче  (1)-(3)  области  определения  искомой  функции 

и  заданных  дополнительных  информаций  не  совпадают. Обратные задачи для гипер-

болического уравнения второго порядка в аналогичной постановке изучались в работах 

В. Г. Романова (см. [6]). 

Определение. Решением обратной задачи (1)-(3) называется пара функций 

( ) ( ) xftxu ,, , таких, что 
3( , ) ( ),

T
u x t C  ( ) [ , ]f x C T T − , и функции ( , ), ( )u x t f x  

удовлетворяют (1)-(2) в области 
T

 , а также условию (3) для 0 t T  . 

Сформулируем и докажем теорему о существовании и единственности решения прямой 

задачи (1), (2). 

ТЕОРЕМА 1. Пусть   ( ) [ , ],f x C T T −  

1( , ), ( , ) ( )
T

h x t g x t C  . Тогда в области  
T

  существует единственная функция 

( , )u x t , такая,  что xu , tu , xxu , xtu , ttu , xxxu , xxtu , xttu , ( )Tttt Cu  , и удовлетворяет 

задаче (1), (2). 

Доказательство. Пусть ),( tx  есть решение задачи (1), (2) при ( ) 0f x = , и это 

решение определяется формулой 
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Тогда решение задачи (1)-(2) имеет вид 
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Покажем, что полученное  решение  в области 
T

  имеет непрерывные частные 

производные до третьего порядка и является классическим решением задачи (1), (2).  

В силу условий, наложенных на функции ( ), 0,1,2, ( , ), ( , )
i

u x i h x t g x t= , функция 

( ) ( )TCtx  3, . Тогда  выражение,  стоящее справа в формуле (5), имеет частные 

производные первого порядка: 
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Равенства (6), (7) показывают, что  функции ( , )tu x t , ( , )xu x t  являются непрерывными 

функциями в области 
T

 . Покажем, что из свойств заданных функций ( ) ( ) ( )txgtxhxui ,,,,  

также  следуют  существование  и  непрерывность  частных  производных  второго  и 

третьего  порядков: 
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Далее, обращая оператор  
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 и используя данные задачи Коши, из (1), (2) полу-

чим  
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где    выражается через функции ( ), 0,1,2, ( , )
i

u x i g x t= . 

Дифференцируя (8) по x и t, получим 
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С помощью замены zt =−  из равенств (9), (10) приходим к системе  
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Дифференцируя (11), (12) по t, а затем (12) по x , получим 
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Из формул (11)-(15) следует, что ( , ),ttu x t  ( , ),xtu x t  ( , )xxu x t , ( , ),tttu x t  

( , ),ttxu x t ( , ),xxtu x t  ( , )xxxu x t  являются непрерывными функциями в 
T

 , а функция 

( , )u x t  является  классическим решением задачи (1), (2). Теорема 1 доказана. 

Перейдем к исследованию обратной задачи.  

Заметим, что при выполнении условий теоремы 1 функции ( )ti  ( )2,1,0=i , являющиеся 

данными обратной задачи, должны обладать следующей гладкостью: 
 

  
3( ) [0, ], 0,1,2i

i t C T i − = .     (16) 

 

Кроме  того,  функции ( )ti  ( )2,1,0=i   должны  удовлетворять  некоторым  условиям 

согласования: 
 

( ) ( )00 00 =u ,  ( ) ( )00 10 =u , ( ) ( )00 20 =u , 
 

( ) ( )00 01 =u ,  ( ) ( )00 11 =u , ( ) ( )00 21 =u ,     (17) 
 

( ) ( )00 02  =u ,  ( ) ( )00 12  =u , ( ) ( )00 22  =u . 

 

ТЕОРЕМА 2. Пусть для функций ( ),
i

u x 0,1,2,i =  ( , ), ( , )h x t g x t  выполнены условия 

теоремы 1, 
0

(0, ) 0, [0, ]h t t t   , а для функций ( )ti  ( )2,1,0=i  – условия гладко-

сти (16) и условия согласования  (17). Тогда для любого 0T    на отрезке  [ , ]T T−  суще-

ствует единственное решение обратной задачи (1)-(3)  и принадлежит классу [ , ].C T T−  

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим в формулах (13), (14) 0=x  и воспользуемся дополни-

тельной информацией (3). Тогда  
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2

1
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Складывая и вычитая эти равенства, c учетом (0, ) 0,h t    получаем 
 

1

0

1
( ) ( , ) ( ) ( ),

2 (0, )

t

t
f t h z t z f z dz F t

h t
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2
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1
( ) ( , ) ( ) ( ),
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t
f t h z t z f z dz F t

h t
− + − − − =    (19) 

 

где 
 

( ) ''' '' '

1 0 1 2
( ) (0, ) ( ) 2 ( ) ( ) / 2 (0, ),

tt xt
F t F F t t t t h t  =  + − − −    

 

( ) ''' '

2 0 2
( ) (0, ) ( ) ( ) / 2 (0, ).

tt xt
F t F F t t t h t =  − − −  −   

 

Система (18), (19) представляет собой систему линейных интегральных уравнений 

Вольтерpа второго рода относительно функций ( )f t , ( ).f t−   В силу условий теоремы 

функции 
1
( )F t ,

2
( )F t , а также ядра 

( , )
,

2 (0, )

t
h z t z

h t

−
 

( , )

2 (0, )

t
h z t z

h t

− −
являются непрерывными 

функциями. Следовательно, система (18), (19) для любого 0T    имеет единственное ре-

шение на отрезке  [ , ]T T− . Подставляя найденную функцию  ( )f t  в (5), однозначно 

находим функцию ( , )u x t . Теорема 2 доказана. 
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