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Аннотация. Приводится усовершенствованная методика решения классической нели-

нейной задачи изгиба консоли от действия вертикальной силы. Предложены новые рас-

четные зависимости, позволяющие напрямую (без подбора) установить аналитическую 

взаимосвязь модуля эллиптических функций и интегралов с силовым коэффициентом по-

добия, определяемым для исходно заданных характеристик консоли и действующей 

нагрузки, сравнение результатов подсчета по которым с точными значениями модуля дало 

достаточно близкое совпадение (< 1 %). Изложенное дает возможность прямого решения 

рассматриваемой задачи с определением основных параметров изгибаемой консоли, таких 

как координаты ее очертания, изгибаемые углы и др. Полученные результаты могут быть 

использованы, в частности, при конструировании защитных сооружений от опасных 

склоновых геофизических процессов и др.  
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Как известно, решению задачи нелинейного изгиба консоли посвящен ряд работ [1–3 и 

др.], в которых, как правило, рассматривается изгиб консоли тонкого упругого горизон-

тального стержня длиной L  с жестко защемленным одним концом и воздействием на дру-

гой (свободный) конец поперечной вертикальной силы P . При этом уравнение равнове-

сия такого стержня имеет вид  
 

                     
2

2

θ
cosθ 0

d
EJ P

dl
  ,                                                     (1)                                       

 

в котором E  – модуль упругости (модуль Юнга); J  –  момент инерции; EJ  – изгибная 

жесткость стержня; l   и   θ l  –  текущие значения длины (неизменной) дуги стержня и 

угла между касательной к текущей точке стержня  и горизонтальной осью декартовой си-

стемы координат xOy  с центром в точке защемления стержня.   
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Выражение (1) преобразовывается в нелинейное уравнение маятника [1–4] 
 

                        
2 2

2

2 2

θ π γ
sin θ β sin γ 0

2

d P d

EJdl dt

 
     

 
,                                    (2)  

 

 где   2β /PL EJ  – силовой коэффициент подобия;    γ /2+t    – угол между каса-

тельной к текущей точке  и осью 0y ;  /t l L  – приведенная длина стержня. 

Решение уравнения (2) представляется в виде зависимостей [1–3] 
 

                            γ 2arcsin λ sn β φ,λ ,λt t F     ;                                             (3) 

                                
 

 
γ

2 λβ cn β φ,λ ,λ
d t

t F
dt

      ,                                      

 

в которых значения модуля λ , равного λ sinα  ( α  – модулярный угол), и неполного 

эллиптического интеграла 1-го рода  φ,λF  ( φ – амплитуда интеграла) зависят от вели-

чины силы P . 

При  этом  с  учетом  граничных  условий,  равных   0t   →   θ 0 0 ,    
π

γ 0
2

   и   

1t   →  
 θ

0
d L

dl
 , 

 γ 1
0

d

dt
 ,  из зависимостей (3) после преобразований следует значе-

ние эллиптического синуса Якоби, равное 
 

 
π

sn φ , sin / λ
4

F 
 

    
 

, 

 

откуда на основе [2–6] выразим зависимости для значений амплитуды  
 

                
1 π 2

arcsin sn φ , arcsin sin arcsin
λ 4 2λ

F 
  

            
                     (4) 

 

неполного эллиптического интеграла 1-го рода 
 

 
2

φ, arcsin ,
2λ

F F 
  

    
   

 

 

и силового коэффициента подобия 
 

                                        β φ,K F   ,                                                       (5)                              
 

где  K   – полный эллиптический интеграл 1-го рода при модуле λ , изменяющемся в 

интервале 
2

λ 1
2

   (соответственно, при значениях модулярного угла   
π π

α
4 2
   ).  

По результатам интегрирования соотношений cosθ
dx

dl
 , sin θ

dy

dl
  и преобразований 

представлены нижеследующие расчетные зависимости (6) для описания очертания изгиба 

упругого стержня [1–3]  при 1L   (в усл. ед.): 
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   
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 ;                                      (6)      

                  
   

    
2

, φ,
φ,

y t E am u E
K F

 
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,  

 

в которых   φ,E   и   ,E am u      –  неполные эллиптические интегралы 2-го рода с мо-

дулем λ  соответственно при амплитуде 
2

φ arcsin
2λ

 
   

 
  и эллиптической амплитуде 

Якоби   ( ) arcsin sn ,am u u     [5, 6]. При этом значение угла  u  в  эллиптических функциях 

Якоби – синусе sn( , )u   и косинусе cn( , )u  – определяется по зависимости [2, 3]: 
 

                                 φ, φ,u K F t F       .                                             (7) 
 

В вышеприведенных формулах (3)–(7) величина λ  находится в зависимости от силовой 

нагрузки β  методом подбора при известной нагрузке P – задаваясь значениями λ  в фор-

муле для определения критической нагрузки [2, 3]: 
 

   
22

φ,2β
4

π πc
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P
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где 
2

2

π

2
c

EJ
P

L

 
  
 

 –  эйлерова критическая сила.  

 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
 

Следует отметить, что аналитическое решение различных прикладных задач механики 

с эллиптическими функциями Якоби и эллиптическими интегралами 1-го и 2-го рода (не 

выражающимися через элементарные функции) представляет значительные математиче-

ские трудности, связанные в том числе с использованием специальных графиков и таблиц 

и необходимостью нелинейного, перекрестного и обратного интерполирования их дан-

ных. Результаты же численных решений, определяя дискретные цифровые значения спе-

циальных функций (интегралов) в отдельных точках, ограничены в возможностях выявле-

ния причинно-следственных связей (в виде аналитических формул) исходных факторов и 

оценке их влияния на итоговые результаты [5, 6].   

В связи с этим для аналитического решения прикладных задач можно использовать 

расчетные зависимости для определения эллиптических интегралов 1-го и 2-го рода K , 

 φF ,  φE ,  E am u    и эллиптических функций Якоби sn( )u  и cn( )u  (с погрешно-

стью << 1- 2 %), представленные в элементарных функциях [7–10], в том числе и для 

заданных значений модуля 
2

λ 1
2

  .  

При этом для прямого решения задачи рекомендуется использовать нижеследующие 

формулы (8), позволяющие напрямую (без подбора) устанавливать  аналитическую взаи-

мосвязь (с погрешностью < 1%) модуля эллиптических функций Якоби  и эллиптических 

интегралов 1-го и 2-го рода λ  с силовым коэффициентом подобия β  при значениях мо-

дулярного угла   
π π

<α
4 2

 ,  либо  в градусах  0 0

045 < α 90 , где 0

0α 180



 : 
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            λ 0.015πβ 1 2β 0.704                      (при   0 0

045 α 60   ) ;                           (8) 

             3
λ sin 1 0.01 β 1 0.425 β 1 1 0.266 β 1           (при   0 0

060 α 90  ),      
 

в которых значение коэффициента β  принимается в зависимости от исходно заданных ха-

рактеристик консоли ( E , J , L ) и действующей нагрузки P .  

В таблице 1 дается сравнение значений модуля  λ =f  , подсчитанных по формулам (8) 

для значений коэффициентов β , определенных (по программе «Mathlab») для модулярного 

угла α  (при 0 0

045 < α 90 ), с точными значениями модуля, равного   λ sinα . 
                                                                                                           

Таблица 1 

СРАВНЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ МОДУЛЯ  λ =f   ПО ФОРМУЛЕ (8)  С ТОЧНЫМИ ДАННЫМИ 
 

 

Коэффициент   

Модулярный угол Значение  модуля  λ   

% 
0  

(градусы) 

  

(радианы) 

точные 

данные  

по формулам (8) 

при    0.0264 1.0783      (
0 0

045 α 60   )   

0,0264 45,01 0,7854 0,7071 0,7053 -0,25 

0,2643 46 0,8028 0,7193 0,7231 +0,52 

0,5941 50 0,8727 0,7660 0,7653 -0,10 

0,6394 50,7685 0,8861 0,7746 0,7727 -0,25 

0,8547 55 0,96 0,8192 0,8131 -0,74 

1,0783 60 1,0472 0,8660 0,8644 -0,18 

при    1.0783 6.2613      (
0 0

060 α 90   ) 

1,3009 65 1,1345 0,9063 0,8992 -0,78 

1,4053 67,2130 1,1731 0,9219 0,9145 -0,80 

1,5467 70 1,2217 0,9397 0,9321 -0,81 

1,8454 75 1,3089 0,9659 0,9593 -0,68 

2,2541 80 1,3963 0,9848 0,9809 -0,40 

2,9460 85 1,4835 0,9962 0,9952 -0,10 

3,8606 88 1,5359 0,9994 0,9989 -0,04 

4,5534 89 1,5533 0,9998 0,9992 -0,06 

6,2613 89,8188 1,5678 0,9999 0,9999 - 
 

Как следует из таблицы 1, результаты подсчетов значений модуля  λ =f  , подсчи-

танных по формулам (8) для значений коэффициентов β , определенных (по программе 

«Mathlab») для модулярного угла 
π π

<α
4 2

   ( 0 0

045 < α 90  ), достаточно близко (< 1 %) 

совпадают с точными значениями модуля, равного   λ sinα . 

 

ВЫВОДЫ 
 

В работе рассматривается усовершенствованная методика решения классической нели-
нейной задачи изгиба консоли от действия вертикальной силы. Предложены новые рас-
четные зависимости, позволяющие напрямую (без подбора) установить аналитическую 
взаимосвязь модуля эллиптических функций и интегралов с силовым коэффициентом по-
добия, определяемым для исходно заданных характеристик консоли и действующей 
нагрузки, сравнение результатов подсчета по которым с точными значениями модуля дало 
достаточно близкое совпадение (< 1 %). Изложенное дает возможность для прямого реше-
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ния рассматриваемой задачи с определением основных параметров изгибаемой консоли, 
таких как координаты очертания консоли, изгибаемые углы и др. Полученные результаты 
могут быть использованы, в частности, при конструировании защитных сооружений от 
опасных склоновых геофизических процессов и др.  
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Annotation. An improved technique for solving the classical nonlinear problem of bending the con-
sole from the action of a vertical force is presented. New design dependencies are proposed, which allow 
directly (without selection) to establish the analytical relationship of the module of elliptic functions and 
integrals with a force similarity coefficient determined for the initially defined characteristics of the con-
sole and the active load, comparing the results of the calculation of which with the exact values   of the 
module gave a fairly close coincidence (< 1%). The above makes  a direct solution of the problem under 
consideration possible  with the definition of the main parameters of the bent console, such as the coordi-
nates of the shape of the console, bending angles, etc. The obtained results can be used, in particular, in 
designing protective structures against dangerous prone geophysical processes, etc. 
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