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В математических моделях физических явлений, использующих результаты экспериментов, 

зачастую возникает необходимость решения дифференциальных уравнений. Подобные задачи 

относятся к классу некорректных математических задач. В данной работе для получения при-

ближенного решения дифференциального уравнения первого порядка с определенными краевыми 

условиями выполняется построение соответствующего регуляризирующего алгоритма. Реализу-

ется метод, заключающийся в построении эквивалентного исходному дифференциальному урав-

нению интегрального уравнения Вольтерры второго рода. Для его численного решения приводит-

ся вычислительный алгоритм, позволяющий получать устойчивые решения некорректной задачи.  
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Многие научные исследования посвящены вопросам численного решения некоррект-

ных задач, в том числе решению дифференциальных уравнений с приближенными исход-

ными данными, о чем свидетельствуют, например, монографии [1–3]. Из современных 

публикаций по данному научному направлению известны работы [4–8]. В работах ряда 

авторов [9–11] излагаются вопросы приложений интегральных уравнений Фредгольма для 

краевых задач. Кроме приведенных работ, существуют и многие другие, развивающие 

данное научное направление, являющееся современным и актуальным в области вычисли-

тельной математики. 

Постановка задачи и подходы к ее решению. В работе [9] изложен подход и соответ-

ствующий итерационный метод, который далее приведем в сокращенном виде для боль-

шей наглядности. Рассматривается дифференциальное уравнение вида 
 

),()( utFtu = ,                                                            (1) 
 

где  Ttt ,0 , )( 0tu  задано и функционал ),( utF  непрерывен и ограничен на множестве 

возможных решений 1CU  . Правая часть в (1) представлена своим  - приближением 

),( utF , в результате возникает проблема устойчивости приближенных решений )(~ tu  
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при наличии ошибок в исходных данных. Альтернативным подходом к построению ре-

шающего алгоритма является замена функционального уравнения (1) приближенным или 

«близким» к нему, например, уравнением вида 
 

),()()( utFtutu  =+ ,                                                (2) 
 

где параметр модели 0  – достаточно малая величина, и выбор значений   с учетом 

ожидаемой величины погрешности   реализуется в вычислительном эксперименте. При 

построении вычислительного алгоритма для уравнения (2) используется интегральное 

уравнение Вольтерры второго рода 
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Наличие множителя 
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в уравнении (3) выражает стабилизирующее 

действие на сходимость последовательности приближенных решений  )()( tu   при

( ) 0→ ( )0→ . Рассмотрим интегрируемую функцию )(xf , определенную на 

 ba,= ( ))()(  Cxf , тогда 
 

( ) ( )( ) ==
b

a
nnn xfKxfxdxfxxK )()(, , 

 

)()(lim xfxfn
n

=
→

,                                                      (4) 

 

где ( ) xxKn
,  – последовательность функций ( )( )xx, , ( ),..2,1=n , выбранная 

определенным образом, и ядра интегральных операторов 
nK  удовлетворяют условиям 

 

 =
→

b

a
n

n
xdxxK 1),(lim x ,  0),( xxKn ( )( ) xx, , 

 

0)()(),( →−=−= xxKxxKxxK nnn при  →− xx .               (5) 

 

Очевидно, что ( )( )  )(xfxfKn →  в слабом смысле в каждой точке x . В соот-

ветствии с этим полагаем, что исследуемая функция )(xf представляется аппроксимиру-

ющей последовательностью ( )( ) xfKn  или интегралом (4) при условии (5). Такие пред-

ставления с практической точки зрения имеют интерес для тех ситуаций, когда )(xf

представлена своим  -приближением ( )xf , вектором приближенных значений f


 раз-

мерности m  либо приближенным уравнением. В работе исследуются такие представления 

функций интегралами Вольтерры, в которых соотношения (4) принимают вид 
 

( ) ( ) ==
t

t
nnn tuEtutdtuttE
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)()()(, , 

 

)()(lim tutun
n

=
→

,  ( )tt  ,  Ttt ,0 .                                       (6) 
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Интегральные представления функций (6) можно использовать в нестационарных мо-

делях. Примером соответствующих ядер интегрального оператора 
nE являются функции 

вида 

( ) d

tt
n

n e
d

n
ttE

−
−

=,  при tt  ,  ( ) d

tt
n

n e
d

n
ttE

−
−

=, при   tt  .                  (7) 

 

Здесь d  – некий параметр ( )0d , который примем как 
0tTd −= . В работе [1] пока-

зано, что ( )ttEn
,

 
при ,...2,1=n  удовлетворяет условиям (5) для ( )tCtu  )( , а так-

же доказана справедливость основного предельного соотношения 

 

( ) )()(lim)(lim tutuEtu n
n

n
n

==
→→

,                                            (8) 

 

 Ttt t ,0= , когда ( )ttEn
,  определяется выражением (7). Использование изложен-

ного выше аппарата аппроксимации функции в задачах численного решения дифференци-

альных уравнений требует построения аналогичных аппроксимирующих последователь-

ностей для производных функций, входящих в эти уравнения. Если в точке  Ttt ,0  

функция )(tu  имеет ограниченную производную, то аналогично (6): 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ==
t

t
nnn tutdtuttEtuE

0

, , 

 

( ) ( ) ( )tutu n
n
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lim ,  tt  ,  Ttt ,0 .                                    (9) 

 

Если ( )

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



 −
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d

tt
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n
ttEn exp, , tt  , то ( )( ) ( )( ) −=




tntn ttEttE ,,  и тогда, 

применяя формулу интегрирования по частям к интегралу в (9), получим 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )  +


=
t

t

t

t
ntnn uttdtuttEtdtuttE

0 0

,,,  , 

 

где ( ) ( ) ( )  tt

ttnn tuttEut =

=
=

0
,, . Если функция ( )( ) 

tn ttE ,  интегрируема по t  для всех 

пар ( )nt, , то имеет место предельное соотношение 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) )(,,
0

tuuttdtuttEtu
t

t
ntnn

→+


=  

               

         (10) 

 

при →n для всякой функции )(tu , дифференцируемой в точке t . Равенство (10) опре-

деляет оператор ( )nn uuD →:
~

, который в силу того, что ( ) ( ) ( )tutu n
n

=
→

lim , можно счи-

тать оператором «дифференцирования» исходной функции )(tu . Это примем в обозначе-

нии ( )( ) ( )( )tDutuDn →
~

 при →n  в каждой точке  Ttt ,0 , тогда оператор nD
~

 в со-

ответствии с формулой (10) формально определен для любой интегрируемой функции 

)(tu , потому он считается «оператором дифференцирования» в обобщенном смысле, то 
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есть при →n  оператор nD
~

в пределе эквивалентен оператору обычного дифференци-

рования 
dt

d
D = . 

Пусть исследуемая функция )(tu есть решение уравнения (1). Заменим последователь-

ности ( )( ) tuEn
 параметрическими семействами функций вида ( )( ) tuE  путем введе-

ния параметра 
n

1
= , изменяющегося в пределах интервала ( )1,0 .

 
Это позволит рассмат-

ривать задачи оптимального приближения функции )(tu  функциями указанного семей-

ства. Так, если функция )(tu  представлена  -приближением ( )tu ,  Ttt ,0 , то появля-

ется возможность оптимальной оценки параметра   при заданном  . Речь идет об алго-

ритме решения оптимизационной задачи типа 
( )

( )( ) ( )tutuE
Uu




−


infmin
1,0

, который для за-

данного ( )tu  определяет пару ( )** ,u . При такой формулировке, учитывая, что 

0tTd −= ( ) T
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1
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
, предельное соотношение 

(10) примет вид 
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( )1,0 , оператор D
~

 есть непрерывная функция параметра  . Поскольку при 0→

DD →

~
, сменив D  на D

~
 в исходном уравнении ( )( ) ( )utFtDu ,= , приходим к при-

ближенному аналогу ( )( ) ( )utFtuD ,
~

= , то есть интегральному уравнению Вольтерры 

второго рода: 
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Следовательно, задача Коши, состоящая в нахождении функции )(tu , удовлетворя-

ющей исходному уравнению (1) при заданном начальном условии )( 0tu , в рамках изло-

женной теории сводится к построению последовательности приближенных решений 

( )tu
~  интегрального уравнения (11), сходящегося к )(tu  при 0→ . В силу указанных 

особенностей решения ( )tu
~  являются слабыми (обобщенными) решениями исходной 

задачи.  

Разработка итерационного метода и исследование сходимости. С вычислительной 

точки зрения интегральное уравнение Вольтерры второго рода при общих ограничениях 

является стандартной задачей, которую можно решить итерационным методом. Инте-

гральное уравнение вида 
 

 +=
t

t

tdyyuytKtu
0

)()(),()(   
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при любом ограниченном и непрерывном ядре ),( ytK решим методом последовательных 

приближений по схеме  
 

( ) ( )
 += −
t

t

tdyyuytKtu
0

)()(),()( 1  
,                                   (12) 

 

,...2,1=  с начальным приближением 
( ) )()(0 ttu = . Для рассматриваемого уравнения 

(12) с ядром 
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−
−
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= T  можно найти итерированное ядро, то есть вы-

числить функцию  = −

t

t
mm ydyyKytKytK

0

),(),(),( 1 , ,...2,1=m . В результате итераци-
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Если )(t  зависит от )(tu , в вычислительной схеме вместо )(t  фигурирует 

( )),( 1− ut . Очевидно, что для сходимости последовательностей приближенных решений 

( )( ) tu 

 необходимы непрерывность и ограниченность частных производных ),( ut  по 

соответствующим переменным (условия Коши).  

Технику построения итерационной схемы (12) и анализ ее сходимости для уравнения 

(11) приведем ниже. В соответствии с (12) имеем 
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Используя разностные соотношения, выражение (14) представим в виде 
 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )tFTtdtFe
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Для сходимости схемы (15) при →  необходимо обеспечить выполнение неравен-

ства
( )( )( ) ( )( )( )tutu 2,11, −−−  

для всех значений   и  Ttt ,0 . По условию задачи 

считаем, что существует такое M , что для всех   и t  выполняется соотношение 
 

 

( )( )( ) ( )( )( )tuMtu 2,11, −−−  
,                                         (16) 

 

где 
u

F
M

u 


= max . По условию Коши такая постоянная M для уравнения (1) существует. 

Кроме того, для сходимости (16) необходимо выполнение условия 1 MT . Для инте-

грального члена соответствующая сходимость 
( )( ) tu 

 обеспечивается равенством (13). 
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Интересно сопоставить полученное ограничение на константу M  с тем, что требуется 

выполнить для сходимости итерационной схемы 
 

( )( ) ( )( ) += −
t

t

tutdtutFtu
0

)()(, 0

1
, 

 

непосредственно следующей из структуры уравнения (1). Условие 1MT  необходимо 

для выполнения неравенства (16). Естественно, что предлагаемая схема (14) менее жестка 

на ограничения по сходимости вычислительного процесса, связанного с построением по-

следовательных приближений решений дифференциального уравнения. 

Дискретизация задачи и построение вычислительного алгоритма. Далее рассмотрим 

подход, связанный с разработкой вычислительного алгоритма, то есть с дискретизацией 

интегральных представлений, используемых в качестве исходного аналитического аппа-

рата излагаемой теории, и построением алгоритмов корректного решения задачи восста-

новления функций и их производных.  

Здесь исходными соотношениями при восстановлении функции ( )tf  в интервале 

],[ 0 Tt=  по вектору приближенных значений f


, ассоциированному с неким покрыти-

ем указанного интервала системой  m

ll 1=
 , является выражение (6). В соответствии с ра-

венством (1) исследуемая функция ( )tf  рассматривается как предельный элемент после-

довательности функций ( )( ) 
=1nn tfE . Как было отмечено выше, указанная последова-

тельность сходится к ( )tf  равномерно при условии, что ( )tf  всюду непрерывна в t . 

Если функция представлена системой дискретных значений ( ) m

kktf
0=
, ассоциированной 

с некой системой узлов  m

kkt 0=
 на 

t  (тоже системой подинтервалов m

ll 1=
 ), то для вы-

числения интегралов требуются соответствующие квадратурные формулы. Кратко рас-

смотрим возможные подходы к их построению. Для фиксируемого узла lt  на t  интеграл 

типа Вольтерры в (6) может быть представлен интегральной суммой  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.,...,2,1,,...,2,1

,
11

,
100

1

ljml

tdtfe
T

tdtfe
T

tdtfttEfI
j

j

ll ll
t

t

T

tt
l

j

t

t

T

ttt

t
ll

==

=== 
−

−
−

=

−
−




 (17) 

 

Так как исследуемая функция ( )tf  представлена значениями ( ) m

kkk ftf
0=

= , то при 

вычислении интеграла в (17) примем в качестве локальной модели для ( )tf  отрезок ло-

маной линии 
 

( )( ) ( ) ( )jjj

jj

jj

j

j

M ttttt
tt

ff
ftf −

−

−
+= −−

−

−

− 11

1

1

1 , . 

 

На основе этой модели можно выстроить расчетную схему для вычисления интеграль-

ных сумм для (6). Имеем 
 

( ) ( ) =

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




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( ) =
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









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
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−
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где обозначено  
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j
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Интегралы (19) можно вычислить явно, так как T

tt

T

tt

l

j

jljl

eeA 

1−−
−

−
−

−= , или в случае 
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
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



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j eeA
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 1 для всех mj ,...,2,1= . Интеграл, связанный с вычис-

лением 
l

jB  (19), вычисляется на основе стандартной формулы ( ) −= 1
2
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a

e
dtte

at
at

: 
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Таким образом, для интеграла (18) получим выражение 
 

( )  
=

−+=
l

j

l
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l

jjl CfBf
h

fI
1
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где 
l

j

l

j

l

j hABC −= , и окончательный результат 
 

( ) ( ) ( )lkmkfGfI k

l

k

l

kl == 
=

,...,,1,0,
0

. 

 

Коэффициенты 
l

kG  выражаются через 
l

jB  и 
l

jC : ( )l

k

l

k

l

k CBhG 1

1

+

− −= , ( )mk ...,,1,0= , 

где 00 =
lB , 01 =+mC , учитывая то, что конечномерный аналог соотношений (6) выглядит так: 
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  (20) 
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Практическое использование соотношений (20) требует проведения вычислительных 

экспериментов по изучению сходимости модуля уклонения ( ) l

l

k

l

k fhG −
=

,
0

  для каждого 

l в зависимости от параметров   и h  векторной модели. При этом важным моментом яв-

ляется установление зависимости между ними, то есть ( )h  либо ( )h . Если вектор ис-

ходных данных задан приближенно своим  -приближением f

( )mf =


dim , то предпо-

чтительно использовать уклонение в среднем ( ) 
= =

−
m

l
lk

l

k

l

k ffhG
1

,
0

,   либо 

( ) 
= =








 −
m

l
lk

l

k

l

k ffhG
1

2

,
0

,  . Используя конечномерные представления (20) исходного ин-

тегрального представления ( )tf  (6) обратимся к задаче «восстановления» ( )tf  в 
t  по 

вектору приближенных значений  n

kkff
0, =

= 


 и построим соответствующий вычисли-

тельный алгоритм. 

Пусть данный вектор f


 размерности n ассоциирован с системой узлов на t  n

iit 0=
. 

Так как значение if ,  является приближенным, то нельзя связывать число if ,  непосред-

ственно с ( )itf , считая, что узел 
it  задан «точно». Будем полагать, что значение if ,  есть 

некое среднее эмпирической функции ( )tf  в локальной окрестности точки it . Такая ин-

терпретация приближенных данных  n

iif
0, =  допустима в рамках используемого аналити-

ческого  аппарата,  основанного  на  вычислении  интегралов  вида ( )( )tfEn   в соотноше-

нии (6). Примем далее, что в области ],[ 0 Ttt =  фиксирована система узлов  m

nnt 0=
, с ко-

торой связана система чисел  m

nnf 0=
, интерпретируемая как ( ) m

kktf
0=
 и которую нужно 

определить из соотношений (20). Будем полагать, что в качестве l в (20) выбирается тот ин-

декс из множества  n

ii 0= , с которым связано множество исходных данных  n

iif
0, = , и ему 

соответствует точка 


lt , ближайшая слева к точке it . Эту точку обозначим через ( )ilt  и полу-

чим следующую систему приближенных соотношений для исходных данных  n

iif
0, = :

 
 

( )( )
( )

( ) ik

il

k

l

ki ffhGtfE ,
0

,    
=

,                                   (21) 

 
 

mlkmlni === ...,,1,0,...,,2,1,...,,1,0 . 
 

Полагаем, что m>n, тогда сетка  m

kkt 0=
 предназначается для корректного вычисления 

интегральных сумм в (21). С этой сеткой связан искомый вектор f


 размерности m. Будем 

считать, что узлы сетки являются равноотстоящими, и для ее определения достаточно 

найти числа 1−−= kk tth ( )mk ...,,1,0= . Сетка  n

iit 0=
является произвольной и определя-
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ется способом получения последовательности  n

iif
0, = . Для установления компонент век-

тора f


 применяются методы оптимизации (как безусловной, так и условной), а именно: 

 

( )
( ) ( ) 



=  fffGffG
mRf


  



,ˆ,ˆmininf
1,0

,                            (22) 

 

где метрика   связана с нормами 
1l

  либо 
2l

 . Таким образом, определение вектора 

f


 связано с решением линейной системы вида  ffG


=ˆ , где матрица  lkGG =
ˆ , и 

нахождением нормального (обобщенного) решения такой системы. Используя методы 

условной оптимизации и вводя ограничения на 
2l

f


, можно выписать в явном виде 

обобщенный обратный оператор, а именно ( ) 
−

− += GIGGG
1

1 ˆˆˆ 
, где 0  – сколь 

угодно малое число. 

Найденный из решения оптимизационной задачи (22) вектор 
f


 применяется для по-

строения аппроксимирующего аналога искомой функции ( )tf  на основе соответствую-

щей интегральной суммы. Итак, согласно интегралу ( )( )tfEn
 в (6) 

 

( )
( )

( ) ( )tffhGtf k

tl

k

l

k



=

=  ,
0


                                          

 (23) 

 

для всех ],[ 0 Ttt t = ( )0 . Решение ( )tf 
, представленное некоторой непрерыв-

ной функцией, т. е. обобщенным полиномом порядка m в понятиях теории приближения, 

позволяет использовать термин «восстановление непрерывного хода (графика) ( )tf ». 

Формально ( )tf 
 сходится к ( )tf  при 0→  и 0→h  в слабом смысле, как это следует 

из соотношений (6). Тем не менее, если речь идет о непрерывности ( )tf  в каждой точке 

tt  , то можно говорить и о равномерной сходимости, о чем речь шла выше.  

В заключение сделаем несколько замечаний относительно «восстановления произ-

водной» ( )( )tDf  искомой функции ( )tf  в условиях, когда известен вектор 
f


 раз-

мерности m. В работе показано, что данную задачу можно решить на основе оператора 

обобщенного дифференцирования, так как если функция ( )tf  дифференцируема в точке t 

и ее производная суммируема почти всюду в t , то справедливо записать представление 

( )( )tDf  в виде интегралов типа (6): 

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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






=
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

.,

,,

lim

0

ttDftDf

tDftDfEtdtfDfttE

n
n

nn

t

t
n

                        

 (24) 

 

При этом в качестве оператора обобщенного дифференцирования примем интеграль-

ный оператор вида 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 







−−=

−
−

T

tt

etftfEtf
T

tfD 




0

0

1~
.                            (25) 

 

Если ( )tf  обладает непрерывной производной ( )tf  , то ( )( ) ( )( )tDftfD →

~
 равно-

мерно на
t . В равенстве (25) интеграл ( )( )tfE для найденного вектора

f


 представля-

ется интегральной суммой (23). 

Заключение. Изложенный в статье алгоритм требует реализации в вычислительном 

эксперименте, разработки соответствующих тестовых задач и получения на их основе 

численных решений с анализом полученных результатов.  Это большая работа, которой 

будут посвящены дальнейшие исследования авторов. 
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In mathematical models of physical phenomena that use the results of experiments, it is often neces-
sary to solve differential equations. Such problems belong to the class of incorrect mathematical prob-
lems. In this paper, to obtain an approximate solution of a first-order differential equation with certain 
boundary conditions, the corresponding regularizing algorithm is constructed. A method is implemented 
that consists in constructing a Volterra integral equation of the second kind equivalent to the original 
differential equation. For its numerical solution, we present a computational algorithm that allows us to 
obtain stable solutions to an ill-posed problem. 
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