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В работе приведены расширенные результаты геофизического моделирования плоской задачи 
импульсного воздействия на поверхность грунта, полученные методом последовательных кон-
формных отображений физической области течения в виде области комплекса Кирхгоффа на 
область комплексного потенциала – прямоугольника. При этом принималось допущение акад. 
М.А. Лаврентьева о придании грунтовому массиву свойств идеальной несжимаемой жидкости в 
условиях импульсного (взрывного) воздействия. Полученные аналитические зависимости позволя-
ют определять как очертание воронки выброса грунта, так и все необходимые гидромеханиче-
ские характеристики потенциального потока (напорную функцию, функцию тока, скорости те-
чения и др.). Приведен пример расчета тестовой задачи, в котором, в частности, полученное 
очертание воронки выброса грунта полностью совпадает с результатами известного строгого  
решения Лаврентьева-Кузнецова. 
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Плоская задача импульсного воздействия (в виде взрыва шпурового заряда) на поверх-

ность различных массивов тел моделировалась в работах [1-5]. При этом принималось допу-

щение акад. М.А. Лаврентьева о придании рассматриваемым массивам при значительном си-

ловом (взрывном) воздействии на них свойств идеальной несжимаемой жидкости. Критерием 

принятия такого допущения являются значения скоростей, превышающие некоторую крити-

ческую скорость  , величина которой зависит от физико-механических и прочностных 

свойств  рассматриваемого массива и определяется на основе данных экспериментов. 

Ниже приводится геофизическое моделирование импульсного воздействия на поверхность 

грунтового массива в более расширенном изложении, чем в [4], с использованием  метода по-

следовательных конформных отображений области течения  (рис. 1; 2 а), пред-

ставленной в виде комплекса Кирхгоффа  (рис. 2 б) [6] , на область комплекс-

ного потенциала   (рис. 3 а),  где    и   – текущие координаты обла-

стей    и  ,   – напорная (потенциальная) функция и функция тока. 

С учетом симметричности области течения рассматривается только правая половина 

воронки выброса грунта ABCPD  с расположением осей координат   по рис. 1.  

При этом имеем следующие граничные условия [1, 3-5, 7]: 

– вдоль очертания криволинейного участка воронки выброса DPC  значение полной 

скорости потока  равно величине критической скорости ,  соответственно – 

внутри воронки выброса  >   и  снаружи    <  ; 
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– по линии осевой симметрии (непроницаемой границы) AD  и очертанию криволи-

нейного участка воронки выброса  DPC  функция тока равна нулю ; 

– напорная (потенциальная) функция  равна на линии заряда AB   полному (единич-

ному) напору
 
H , т.е.  1H = =  (в усл. ед.), а на выходном участке BC  – линии выбро-

са грунта,   . 

Для принятых граничных условий построение геометрического образа  области ком-

плексного потенциала   (прямоугольника) осложняется наличием в физиче-

ской области течения  «фокусной» точки B  со скачкообразными условиями 

изменения потенциала (от 1 до 0) и направления скорости потока (на противоположное). 

Указанная трудность преодолевается введением в непосредственной близости от точки B  

некоторой огибающей кривой  m n−   [7] (рис. 2 а), очертание которой в области ком-

плекса Кирхгоффа  (рис. 2 б) соответствует полуокружности радиуса  

=
кр

1

V
r  к(кр) . 

Изложенное  позволяет  получить образ комплексного потенциала   в ви-

де прямоугольника AmnCD  (рис. 3 а)  шириной 1H =  и высотой, равной полному зна-

чению функции тока  (определяемого в процессе решения задачи). 

Область комплекса Кирхгоффа является обратной (инверсией) области годографа со-

пряженной скорости   x yV V iV= −  
 

                                             
yx

kkk
iVVVdW

dz
i

−
===+=

11
 ,                                          (1) 

 

где   – горизонтальная и вертикальная составляющие полной скорости , равные  
 

                   ;         ;          .                            (2) 

 

Всякий вектор,  проведенный из центра координат области  комплекса Кирхгоффа 

  к рассматриваемой точке,  показывает направление скорости в этой точке 

в физической области течения , а длина вектора численно равна обратному 

значению модуля скорости 
1−

V  [6, 8]. Образ же области течения    представ-

ляется в области комплекса Кирхгоффа  в виде правого полукруга радиу-

са  с «вырезанным» в центре малым полукругом радиуса  

(рис. 2 б).  

    Для получения замкнутого решения задачи в виде )(WfV =   последовательно отоб-

разим области    (рис. 2 б)  и     (рис. 3 а)  на единую связую-

щую полуплоскость   (рис. 2 ж), используя для этого нижеследующие про-

межуточные комплексные области с соответствующими отображающими функциями: 

а) при конформном отображении  области  комплекса Кирхгоффа    на  

полуплоскость     :  
  
 ,    ,  

    
, 
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   (рис. 2 б-ж)  с  функциями  
 

 

k
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222 batt

bab
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21  i−=             (3) 

(«плюс» при  t ≥ 0, «минус» при  t < 0);   

 

б)  при конформном отображении  прямоугольника – области комплексного потенциала 

  на полуплоскость    [7, 9]: 
 

, 

,   ,   ,    (рис. 3 б-е)  с  функциями  
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в которых  
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В формулах (3) очертание эллипсовидной кривой DPC  в области  21tt it+=   принято 

по полуэллипсу с полуосями a  и b  –  по аналогии с  [10] . 

Аналитическую взаимосвязь )(Wfk =  между областями комплекса Кирхгоффа 

 (рис. 2 б) и комплексного потенциала  (рис. 3 а) устанавли-

ваем с учетом значений функции , определяемых  по зависимо-

стям (3) и (4)  в виде: 
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в которых  
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Разделяя в (6) и (7) действительную и мнимую части и преобразовывая, получим окон-

чательные выражения для определения значений текущих координат комплекса 

Кирхгоффа =k ),( k ),( ki+
  
в виде:          

             

                                              2),(  rk = ,      
1),(  rk −= ,                                       (8) 
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Полученное решение рассматриваемой задачи в виде аналитической взаимосвязи 

)(WfV = , с учетом известных зависимостей для движения потенциального потока [8]   

dy

d

dx

d
Vy


== ,  

d

dx
VVx

2=   и   
d

dy
VVy

2= ,  позволяет определять как геометрические 

размеры и очертание воронки выброса грунта, так и все необходимые гидромеханические 

характеристики потенциального потока в ней – напорную функцию (потенциалы),  функ-

цию тока, скорости  потока и др. 

На рис. 1 представлены результаты решения тестовой задачи [1, 3] по предлагаемым 

расчетным зависимостям при заданных исходных значениях ширины заряда 1=l , крити-

ческой скорости kpV = 0955.0
3.0
=


 (при r , равном )(01.0 kpkr = ).  В частности, рассчи-

танные местоположения характерных точек D ( 0=Dx ; 4437.1−=Dy ), P ( 3760.1=Px ; 

2902.2−=Py ), C ( 5.3=Cx ; 0=Cy ) и очертание воронки выброса грунта дают полное 

совпадение с результатами строгого решения Лаврентьева-Кузнецова  [1, 3].   

Кроме этого, предложенное решение позволило также получить и другие  гидромеха-

нические характеристики потенциального потока в воронке выброса грунта, в том числе: 

– значение полного расхода  1.257q =  и эпюры распределения функций тока ψ по ли-

ниям заряда Am  и выходного участка nC  воронки выброса (рис. 1, кривые 4, 6); 

– значения напорной функции (потенциала)   в характерных точках D  и P , равные 

5018.0=D  и 3344.0=P , а также эпюры  распределения напорной функции  по осе-

вой линии AD  и очертанию воронки  выброса  DPC  (рис. 1, кривые 8, 10); 

– значения скоростей потока  yx VV ,  и  V   в характерных точках A , D , P , C , равные 

для  точек:  A  → Vx = 0,  Vy = - 0,5516;  D  → Vx =0,  Vy = - 0.0955;  P →  Vx = 0.0955,  

Vy = 0;  C  → Vx = 0, Vy = 0.0955,  и распределение их по линиям заряда Am , выходного 

участка nC , осевой линии AD  и очертанию воронки выброса грунта DPC  (рис. 1, со-

ответственно кривые 5, 7, 9  и  11-13). 
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При решении задачи использовалась следующая методика расчета для отдельных 

участков рассматриваемой области. 

Участок Аm (линия заряда): 
 

 
 

Из известного  [8]  равенства   в интервале     имеем  

 

                                                                                                   (10) 

 

Подсчитывая величину  по формулам (2) и (8) при текущих значениях  и 

задаваемых величинах q, подбираем из условия равенства  (10) величину пол-

ного расхода q , равного 1.257q = , при этом зависимость  
yV

1
= )(f  выражается   по-

линомом [6] 5-й степени (с достоверностью 1):  
 

  
yV

1
= 8124,12334,04788,95880,149782,80442,2 2345 +−+−+−  .           (11) 

 

Из (11) находим скорость в точке A  (при  ),  равную  .  

Подставляя значения 
yV

1
 из (11) в (10) и интегрируя, получим эпюру распределения  

функции тока )(fx =   вдоль участка Am  (рис. 1, кривая 4 – слева), совместный учет 

значений которой с данными зависимости Vy= )(f   позволяет получить (исключая   )  

на рассматриваемом участке эпюру входных скоростей  Vy )(xf=  (рис. 1, кривая 5). 
 

Участок nC (выходной участок воронки выброса грунта): 
 

,0=y    ,1 Cxx      ,0=      ,0q      ,0=xV    0955.0== kpy VV . 
 

Для рассматриваемого участка по результатам подсчетов по формулам (2) и (8) при 

величина  
yV

1
= )(f  выразится полиномом [6] 5-й степени (с до-

стоверностью 1): 
 

 
yV

1
= 468,10481,45705,93930,105053,62593,14 2345 +−+−+−              (12)  

 

Подставляя значения 
yV

1
 из (12) в (10) и интегрируя, получим эпюру распределения 

функции тока )(fx =  вдоль выходного участка воронки выброса nC (рис. 1, кривая 6 – 

слева), причем при значении ψ=0 находим ширину последней, равную 5.2=nCx , что пол-

ностью совпадает с результатами работы [1,3].  

Совместный учет зависимостей  )(fx =   и  Vy= )(f    позволяет получить (исключая  

 )  по линии nC эпюру распределения  выходных скоростей  Vy )(xf=   (рис. 1, кривая  7)  

со значением в точке С , равным   0955.0== kpy VV . 
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Участок AD (осевая линия воронки выброса): 
 

,0=x   ,0 yyD   ,0=    ,1 D    ,0=xV     .Aykp VVV   

 

Для рассматриваемого участка из известного [8] равенства  в пределах 

0yD  y    имеем                           

                                                    


d
V

dyy
y

y

i

DD 1

10  ==  .                                                (13)    

     

По результатам подсчетов по формулам (2) и (8) при 0=  и AD     величина    

yV

1
= )(f   выразится полиномом  [6]  2-й степени (с достоверностью 0.998): 

                                       
yV

1
=   .2194,15460,37770,1

12 −
−+−                                     (14)    

      

Величину потенциала в точке D 5018.0=D  находим из условия равенства значения 

скорости в этой точке ее критическому значению   0955.0== kpy VV .    

Поставляя значения 
yV

1
 из (14) в (13) и интегрируя, получим эпюру распределения  

напорной функции (потенциала)    вдоль осевой линии AD (рис. 1, кривая  8 – слева). При 

этом ординату точки раздвоения воронки выброса D, равную 4437.1−=Dy , находим по 

ранее полученному значению его потенциала 5018.0=D .  

Совместный учет зависимостей )(fy =   и  Vy= )(f  позволяет построить (исключая  

 )   по осевой линии AD эпюру распределения скоростей  Vy = )(yf  (рис. 1, кривая 9) со 

значениями в точках A и D, равными  5516.0−=AV  и 0955.0−== kpD VV .   

 

Участок DP (нисходящий криволинейный участок воронки выброса грунта): 

- точка D: ,0=Dx   ,4437.1−=Dy    ;5018.0=D  

- точка P: ,0 Pxx    ,PD      ,0 kpPx VVV =    .0 ykp VV  

Для рассматриваемого участка из известных [8] зависимостей движения потенциально-

го потока   и   выразим:  

 

                 



dV

V
dxx x

x

i

P

D

P

 ==
20

1
   ,       




dV

V
dyy y

y

y
i

P

D

P

D
 ==

2

1
                        (15)                                                                                      

                          

В формулах (15)     –  полная скорость течения, равная на данном участке 

значению критической скорости  . По результатам подсчетов по формулам (2) и (8) 

при 0=  и P D   величины xV = )(f  и Vy= )(f  выразятся  полиномами [6] 2-й  и 

1-й степеней (с достоверностью 0.999): 
 

            0838.06688.05705.0 2 −+−= xV ,     1898.05363.0 +−= yV .                (16)    
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По зависимостям (16) величину потенциала в точке P, равную , найдем 

из условий  равенств    или  . 

Подставляя значения и  из (16) в (15) и интегрируя, получим эпюру распределения  

напорной функции (потенциала)  вдоль участка DP (рис. 1, кривая  10 – слева). При этом 

координаты точки  Р, равные 376.1=Px  и 2902.2−=Py ,   определяются по ранее полу-

ченному значению 3344.0=P . 

 Совместный учет значений функций )(fx = , )(fy =  и 
xV = )(f , Vy= )(f   вдоль 

нисходящего криволинейного участка – очертания воронки выброса  DP – позволяет по-

строить  (исключая  )  эпюры распределений скоростей  в зависимости от те-

кущих координат  x  и y   (рис. 1, кривые  11-13). При этом имеем:   0955.0== kpVV  – на 

всем участке  DP;  0=xV , 0955.0−=yV  – в точке D   и   0955.0=xV , 0=yV   – в точке Р. 
 

Участок PC (восходящий криволинейный участок воронки выброса грунта): 

- точка Р:    3760.1=Px ,  2902.2−=Py ,   3344.0=P ; 

- точка С:    0=Cy ,  0=C ,  
CP xxx   ,  0P ,  0 xkp VV , kpy VV 0  . 

Для рассматриваемого участка по результатам подсчетов по формулам  (2) и (8)  при 

ψ=0 и   величины 
xV = )(f  и  Vy= )(f  выразятся полиномами [6]  2-й сте-

пени (с достоверностью 0.999): 
 

       001.04986.06147.0 2 −+−= xV ,    096.00242.07915.0 2 +−−= yV .         (17)    
 

Подставляя значения и  из (17) в (15) и интегрируя, получим эпюру распределения 

напорной функции (потенциала)  вдоль участка РС (рис. 1, кривая 10 – слева). Совмест-

ный учет значений функций )(fx = , )(fy =  и 
xV = )(f , Vy= )(f   вдоль восходяще-

го криволинейного участка – очертания воронки выброса РС позволяет построить (ис-

ключая  ) эпюры распределения скоростей   в  зависимости  от текущих коор-

динат  x  и y    (рис. 1, кривые 11-13).  При   этом имеем:   0955.0== kpVV   –  на  всем  

участке  РС;   0955.0=xV ,  0=yV   –  в точке  Р    и     0=xV ,  0955.0=yV  – в точке С. 

В целом очертание воронки выброса грунта ADPC, полученное на основе  предлагае-

мых расчетных зависимостей (при исходных данных  1=l  и  0955.0Vkp = ),  дало полное 

совпадение с результатами строгого решения Лаврентьева-Кузнецова [1, 3]. Кроме этого, 

предлагаемый новый метод решения указанной задачи позволяет определять все гидроме-

ханические характеристики потенциального потока в области воронки выброса грунта, в 

том числе напорную функцию (потенциалы), функцию тока, значения полной скорости и 

ее составляющих (горизонтальную и вертикальную) и др. 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В работе приведены расширенные результаты геофизического моделирования плос-

кой задачи импульсного воздействия (в виде взрыва шпурового заряда) на поверхность 

грунта, полученные методом последовательных (11)  конформных отображений физи-

ческой области течения (в виде области комплекса Кирхгоффа – обратной области го-

дографа скорости) на область комплексного потенциала – прямоугольника. При этом 
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принималось допущение акад. М.А. Лаврентьева о придании грунтовому массиву 

свойств идеальной несжимаемой жидкости в условиях импульсного (взрывного) воз-

действия. Полученные аналитические зависимости позволяют определять как очертание 

воронки выброса грунта, так и все необходимые гидромеханические характеристики 

потенциального потока (напорную функцию, функцию тока, скорости течения и др.). 

Приведен пример расчета тестовой задачи, в котором, в частности, полученное очерта-

ние воронки выброса грунта полностью совпадает с результатами известного строгого 

решения Лаврентьева-Кузнецова. 

 
ПРИЛОЖЕНИЕ 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема импульсного воздействия на поверхность грунта: 

1 – источник импульса (шпуровой заряд);  2 – грунтовый массив; 3 – очертание воронки  

выброса грунта;  4 и 5 – эпюры входных значений функций тока   и скорости yV    

по линии заряда  Am;  6 и 7 – эпюры выходных значений функций тока   и скорости yV   

по поверхности грунта nC; 8 и 9 – эпюры напорной функции   и скорости yV    

по осевой линии воронки выброса AD; 10  и  11,12,13 – эпюры напорной функции    

и скоростей  xV , yV , V   вдоль криволинейного очертания воронки выброса  DPC 
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Рис. 2. Схема последовательных конформных отображений  физической области 

течения  z x iy= +  (в виде области комплекса Кирхгоффа  
k k ki  = +  ) 

на связующую полуплоскость  1 2i  = + . 
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Рис. 3. Схема последовательных конформных отображений  области 

комплексного потенциала (прямоугольника) W i = +   

на связующую полуплоскость  1 2i  = +   (см. рис. 2 ж). 
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