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В работе проведено исследование математической модели осциллятора типа Дуффинга с 

производной переменного дробного порядка Римана-Лиувилля. С помощью метода гармонического 

баланса были найдены алгоритмы построения амплитудно-фазовых характеристик. Были 

построены, амплитудно-частотные и фазо-частотные характеристики. Показана обратная 

зависимость добротности от порядка дробной производной. Построены поверхности 

добротности в зависимости от частоты и амплитуды. 
 

Ключевые слова: производная Римана-Лиувилля, производная Грюнвальда-Летникова, осцил-

лограммы, фазовые траектории, амплитудно-частотная характеристика (АЧХ), фазо-частотная  

характеристика (ФЧХ).  
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

В настоящее время широкое развитие получило одно из научных направлений нели-

нейной динамики – дробная динамика [1]. Она изучает наследственные (эредитарные) 

свойства динамических систем [2]. Эредитарность (память) – это свойство динамиче-

ской системы, при котором текущее ее состояние зависит от конечного числа преды-

дущих состояний. Как показано в работе [3], свойство памяти можно описать с помо-

щью математического аппарата дробного исчисления или с помощью операторов 

дробной производной. Операторы дробных производных имеют много определений и 

обладают уникальными свойствами, но все они в той или иной степени описывают  

эффект памяти, характеризующий информацию о предыдущих состояниях системы. 

Этот эффект предопределяет дополнительные степени свободы – порядки дробных 

производных. Такие многопараметрические динамические системы имеют определен-

ные трудности в описании и требуют специальных методов исследования для обнару-

жения хаотических режимов [2-4]. 
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В работе [5] был рассмотрен осциллятор типа Дуффинга с производной постоянного 

дробного порядка в диссипативном члене. Было найдено численное решение и построены 

фазовые  траектории,  которые  выходили  на  регулярный  или  хаотический  режимы.  С 

помощью метода гармонического баланса построены амплитудно-частотные и фазо-

частотные характеристики.  

В работах [10-12, 15-18] исследованы регулярные и хаотические режимы с помощью 

сечений Пуанкаре и спектра максимальных показателей Ляпунова. 

В настоящей работе мы продолжим изучать вынужденные колебания осциллятора типа 

Дуффинга, но теперь порядок дробной производной будет меняться во времени. 

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ 
 

Рассмотрим следующую задачу Коши [5]: 
 

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3

0 0 0 02 cos , 0 , 0 ,
q t

tx t D x x t bx t t x x x y    + + + = = =      (1) 
 

где ( ) ( )2 0,x t C T  – функция решения, ( ) ( ) ( )2 2 , /x t d x t dt x t dx dt= = ,   – коэффициент 

трения,   и   – амплитуда и частота внешнего периодического воздействия, 2

0  – 

собственная частота системы, b – коэффициент изохронности, 
0 0,x y  – заданные 

константы, определяющие начальные условия, ( )0 1q t   – непрерывная функция, 

 0,t T  – время, 0T   – время моделирования.  
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Оператор дробной производной (2) будем называть оператором производной дробного 

переменного порядка ( )q t  типа Римана-Лиувилля. 

Переменный порядок ( )q t  дробной производной типа Римана-Лиувилля определяет 

интенсивность диссипации энергии в колебательной системе и связан со свойствами 

среды, в которой происходит колебательный процесс. В случае, когда этот порядок 

является константой и равен единице, задача Коши (1) переходит в задачу Коши для 

классического осциллятора Дуффинга. 

Рассмотрим зависимость амплитуды A  и фазы   установившихся колебаний для 

оператора (2)  от частоты внешней силы  . Для вычисления АЧХ и ФЧХ используем 

метод гармонической линеаризации [5, 17]. 

Рассмотрим задачу Коши (1). Решение ищем в виде: 
 

                                                   ( ) cos( ) cos( )x A t A Ut  = + = .                                           (3) 
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В случае установившихся колебаний при t →  интегралы в (4) запишем в виде: 
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Подставив (5.1) и (5) в (4), получим 
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Подставив (3) и (6) в задачу (1), учитывая, что 
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( ) cos( )x t A t = + , ''( ) sin( )x t A t  = − + , 
 

 2''( ) cos( )x t A t  = − + , 3 3 1
cos ( ) cos( ) cos(3 3 )

4 4
t t t     + = + + + , 

 

получим уравнение [5]: 
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  – дигамма функция, где 31
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постоянная Эйлера. На практике достаточно взять 50n = . 
 

Уравнение (7) представляет собой  классический линейный  осциллятор, для  которого  

с  помощью  метода  гармонической  линеаризации  выведены  формулы  для АЧХ и ФЧХ 

[5, 17, 18]: 
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Добротность для дробного осциллятора Дуффинга можно определить из уравнения (5) 

по формуле [5, 6, 17]: 
 

                                          
s

Q
p

= ,                                                                    (12) 

 

где s и p определяются равенствами (8) и (9). 
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РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
  

Пример 1. Рассмотрим случай:  

3000, 100, 0.1, 1,N T  = = = =    
2

0 0 01.5, 1, 0.2, 0.3, 0.5b x y = = = = = . 
 

 

 
 

Рис. 1. а) АЧХ и б) ФЧХ при A=1.5 для оператора (2) с порядком при q=0.2, q=0.6 и q=0.8. 

 

На рисунке 1 изображены резонансные кривые АЧХ и ФЧХ, полученные по формулам 

(10), (11). АЧХ характеризует резонансную кривую, которая имеет резонансные частоту и 

амплитуду ,R RA , которые можно найти по формуле 0
dA

d
= . ФЧХ или фазовый сдвиг 

  – запаздывание смещения x(t) по фазе внешней силы. Для осциллятора Дуффинга 

характерно бистабильное поведение, характеризующееся коэффициентом b. Исходя из 

резонансных кривых, амплитуда установившихся колебаний при увеличении частоты 

внешней силы увеличивается до некоторого критического значения (резонансного), а 

затем идет резкий спад до определенного значения, затем амплитуда уменьшается. При 

увеличении q резонансная амплитуда уменьшается, а фазовый сдвиг   отличается на 

небольшую величину, поэтому показатель q фактически не влияет на ФЧХ. 
 

 
 

Рис. 2. а) АЧХ и б) ФЧХ при A=1.5 для оператора (2) с порядком [0,1]q  
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На рисунке 2 даны АЧХ и ФЧХ с теми же параметрами, что и на рисунке 1, но здесь 

рассматривается зависимость амплитуды и фазы от частоты и показателя производной q , 

изменяющегося от 0 до 1. Это обобщение рисунка 1. 
 

 
 

  Рис. 3. а) АЧХ и б) ФЧХ при A=1.5 для оператора (2)  с порядком 
2( ) sin ( ), ( ) [0,1]q t t q t=    

 

На рисунке 3 даны АЧХ и ФЧХ с теми же параметрами, что и на рисунке 2, но здесь 

рассматривается изменение по закону 2( ) sin ( )q t t=  на промежутке ( ) [0,1]q t  . 
 

 
 

Рис. 4. Добротность: а) 1.5A= , б) 
2( ) sin ( ), 97.4q t t t= =  

  

На  рисунке  4  видно,  что  при  уменьшении  параметра  q  добротность  увеличива-

ется.  Максимальной  амплитуде  соответствует  максимум  добротности, а при умень-

шении  частоты  уменьшается  добротность. Но  сильнее  всего  добротность  зависит  от 

параметра q(t). 
 

Пример 2. Рассмотрим случай: 
 

3000, 100, 0.45, 0.5,N T  = = = =
2

0 0 00.75, 1.8, 0.2, 0.3, 0.5b x y = = = = = . 
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Рис. 5. а) АЧХ и б) ФЧХ при A=1.5 для оператора (2) с порядком  при q=0.2, q=0.6 и q=0.8 
 

Амплитуда установившихся колебаний при увеличении частоты внешней силы 

увеличивается до некоторого критического значения, а затем плавно уменьшается. При 

увеличении q резонансная амплитуда уменьшается, а фазовый сдвиг   изменяется более 

плавно, при q=0.2, когда частота приближается к резонансной, идет резкий скачок фазы, а 

при q=0.8 такого скачка нет.  

 
 

Рис. 6. а) АЧХ и б) ФЧХ при A=1.5 для оператора (2) с порядком [0,1]q  

 

На рисунке 6 даны АЧХ и ФЧХ с теми же параметрами, что и на рисунке 5, но здесь 

рассматривается зависимость амплитуды и фазы от частоты и показателя производной q , 

изменяющегося от 0 до 1. 

 
 

Рис. 7. а) АЧХ и б)ФЧХ при A=1.5 для оператора (2)  с порядком 
2( ) sin ( )q t t= , ( ) [0,1]q t   
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На рисунке 7 даны АЧХ и ФЧХ с теми же параметрами, что и на рисунке 6, но здесь 

рассматривается изменение 2( ) sin ( )q t t=  на промежутке ( ) [0,1]q t  . 
 

 
 

Рис. 8. Добротность: а) 1.5A= , б) 
2( ) sin ( ), 97.4q t t t= =  

 

На рисунке 8 видно, что при уменьшении параметра q(t) добротность увеличивается. 

Максимальной амплитуде соответствует максимум добротности, а при уменьшении частоты 

уменьшается добротность. Но сильнее всего добротность зависит от параметра q(t). 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В данной работе предложена математическая модель, которая характеризует осцилля-

тор Дуффинга с производной переменного дробного порядка в смысле Римана-Лиувилля. 

Были построены резонансные кривые АЧХ и ФЧХ, показывающие зависимость амплиту-

ды и сдвига установившихся колебаний от частоты внешнего воздействия. Также были 

построены поверхности добротности относительно амплитуды и частоты. Было показано, 

что при определенных значениях частоты осциллятор Дуффинга демонстрирует биста-

бильное  поведение,  другими  словами,  для  него  характерны  скачки  амплитуды. Также 

показано, что при уменьшении дробного порядка добротность увеличивается, максималь-

ному значению амплитуды соответствует максимальное значение добротности. 
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