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В данной работе исследуется нелокальная краевая задача для обобщенного телеграфного 
уравнения с производными дробного порядка. Дробное дифференцирование задается с помощью 
оператора Капуто. Уравнение рассматривается в ограниченной прямоугольной области плоско-
сти двух независимых переменных. Нелокальные краевые условия задаются в форме частных ин-
тегральных выражений от искомого решения по каждой из переменных с заданными непрерыв-
ным ядрами. Используя полученное ранее представление решения задачи Гурса для исследуемого 
уравнения в терминах функции типа Райта, рассматриваемую задачу удается редуцировать к 
системе линейных интегральных уравнений Вольтерра относительно следов искомого решения на 
части границы области. В итоге доказана теорема существования и единственности решения 
исследуемой задачи, найдено его представление в терминах решений полученной системы инте-
гральных уравнений. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 

 

 

В области     (   )   (   )                           рассмотрим уравнение 
 

   
    

 
 (   )      (   )     (   )                                             ( ) 

 

где 𝛼, 𝛽 ∈ (0, 1),   ∈ R,     
 
 – производная Капуто порядка 𝛾 по переменной 𝑠, определяе-

мая с помощью равенства [1; c. 11] 
 

   
 

𝑔(𝑠) =    
   

  ( )(𝑠)             𝛾       ∈                             (2) 
 

   
 

– оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана – Лиувилля поряд-

ка 𝛾 с началом в точке 0 по переменной s>0, определенный следующим образом [1, c. 9]: 
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Уравнения дробного порядка возникают при математическом моделировании различ-

ных процессов и явлений в системах с фрактальной структурой и памятью. 
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Распространение электромагнитных волн в линиях описывается волновыми уравнени-

ями, которые исторически называют телеграфными уравнениями, поскольку впервые они 

были использованы для описания волн в телеграфных линиях. 

В настоящее время известны различные подходы к обобщению телеграфного уравне-

ния, включая подходы, основанные на редукции к уравнениям и системам меньшего по-

рядка (см., например, [2, 3, 4]). 

Ранее в работе [5] доказана теорема существования и единственности решения аналога 

задачи Гурса для уравнения вида (1) с производными Римана – Лиувилля. В работе [6] для 

уравнения (1) в случае оператора Римана – Лиувилля и   = 0 рассмотрены аналоги задачи 

Коши и задачи Гурса. В работе [7] решен аналог задачи Гурса с интегральным условием 

для уравнения (1). А в работе [8] решена задача Гурса для уравнения (1). Более полный 

обзор работ, посвященных исследованию уравнений в частных производных дробного по-

рядка, можно найти в [9] и [10]. 

В данной работе строится решение нелокальной задачи с интегральными условиями 

для уравнения (1).  

 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Регулярным решением уравнения (1) в области    (   )   (   )  будем называть 

функцию  (   )  абсолютно непрерывную в  ̅(                       )  удовлетворя-

ющую уравнению (1) во всех точках (   )  ∈   .  

В связи с тем, что существуют разные подходы к определению абсолютной непрерыв-

ности в многомерных случаях, мы позволим дать себе следующее определение: 

Функция  (   ) называется абсолютно непрерывной функцией двух переменных 

(   )  если  ( ), определяемая формулой (53) (см. [11]) 
 

 ( )    (     )   (     )   (     )   (     ), 
 

есть абсолютно непрерывная функция промежутков и если, кроме того,   (   )     (    ) 

– абсолютно непрерывные функции   и  .  

Таким образом, всякая абсолютно непрерывная функция  (   ) может быть представ-

лена формулой  
 

 (   )  ∫ ∫ (𝑠  ) 𝑠   ∫𝑔(𝑠) 𝑠

 

 

 

 

 

 

 

∫ ( )  

 

 

  (   )  

 

Задача. Найти регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее следующим 

условиям: 
 

∫ (   ) (   )  

 

 

  ( )                                                              ( ) 

 

 

  ∫ (   ) (   )  

 

 

    ( )                                                              ( ) 

 

где  (   )   (   ),  ( )  ( ) – заданные функции, причем  (   )        (   )     
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3. ОБОЗНАЧЕНИЯ 
 

 

Примем обозначения 
 

    (   )                
   

(      )                                         ( ) 
 

где  

     
   ( )  ∑

  

 (      ) (      )

 

   

 

 

– функция типа Райта [9, c. 23].  

Из определения формулы дробного дифференцирования (интегрирования) степенных 

функций [9, с. 15] 
 

   
     

 ( )
  

      

 (     )
 

 

следует, что для функции     (   ) справедливы формулы 
 

   
     (   )        (   )              

     (   )        (   )  
 

где  ∈            
В силу этих равенств можем записать, что 

 

                  
     (   )       (   )                  

 
    (   )       (   )   

 

С помощью формулы автотрансформации [9, c. 24] 
 

    (   )             (   )  
        

 ( ) ( )
 

 

получаем, что 
 

       (   )         (   )                                                     ( ) 

 

    (   )         (   )                                                    ( ) 

 
4.  ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ 

 

Пусть  (   ) – регулярное решение уравнения (1). Тогда с учетом равенств (6) и (7) 

 (   ) можно представить в виде [8]: 
 

 (   )    ( )   ( )   ( )    (   )   
 

  ∫ (𝑠)      

 

 

(  𝑠  )  𝑠   ∫  ( )      

 

 

(     )    

 

 ∫∫  (𝑠  )    (    𝑠      )     𝑠

 

 

 

 

                                        ( ) 

 

где  ( )   (   )   ( )   (   )   
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Чтобы определить функции  ( ) и  ( )  воспользуемся условиями (3) и (4). Удовле-

творяя представление (8) нелокальному условию (3) с учетом (5), получим 
 

 ( )∫ (   )  

 

 

 ∫ (   ) ( )  

 

 

  ( )∫ (   )    (   )  

 

 

  

 

  ∫ (   )∫ (𝑠)      (  𝑠  ) 𝑠  

 

 

 

 

  

  ∫ (   )

 

 

∫  ( )

 

 

      (     )                                         ( ) 

 

 ∫ (   )∫∫  (𝑠  )

 

 

 

 

 

 

    (  𝑠    )   𝑠    ( )     

 

Поменяв порядок интегрирования из равенства (9), получим 
 

 ( )∫ (   )  

 

 

 ∫ (   ) ( )  

 

 

  ( )∫ (   )    (   )  
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Введем обозначения: 
 

 ̅ ( )  ∫ (   )  
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 ∫ (   )∫∫  (𝑠  )

 

 

 

 

 

 

    (  𝑠    ) 𝑠      

 

С учетом сделанных обозначений из формулы (10) имеем  
 

 ( ) ̅ ( )   ∫ (𝑠)  (  𝑠) 𝑠

 

 

  

 

 ∫ (   ) ( )    ∫ ( )

 

 

  (   )  

 

 

  ( )   

 

Пусть   ̅ ( )     Тогда обозначив еще  
 

  (  𝑠)  
        (  𝑠)

 ̅ ( )
          (   )  

 (   )

 ̅ ( )
  

 

  (   )  
        (   )

 ̅ ( )
         ( )  

 ( )

 ̅ ( )
  

 

из последнего соотношения получим 
 

 ( )   ∫ (𝑠)  (  𝑠) 𝑠

 

 

  

 

 ∫  (   ) ( )    ∫ ( )

 

 

  (   )  

 

 

  ( )  

 

Аналогичным образом, удовлетворяя представление (8) условию (4), получаем, что 
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  (𝑠  )  ∫ (   )

 

 

      (  𝑠  )    

 

  (   )  
        (   )

 ̅ ( )
   (   )  

 (   )

 ̅ ( )
   (𝑠  )  

        (𝑠  )

 ̅ ( )
   

 

при условии, что  ̅ ( )     
Таким образом, мы получили систему интегральных уравнений относительно неиз-

вестных функций  ( ) и  ( ): 
 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 ( )   ∫ (𝑠)  (  𝑠) 𝑠

 

 

 

 ∫  (   ) ( )    ∫ ( )

 

 

  (   )  

 

 

  ( ) 

 
 

 ( )   ∫  ( )  (   )

 

 

   

 ∫  (   ) ( )  

 

 

  ∫  (𝑠)  (𝑠  ) 𝑠

 

 

  ( ) 

                          (  ) 

 

которая однозначно разрешима относительно искомых функций  ( ) и  ( ).  

Пусть  (  𝑠  )                     (  𝑠)  а  (     )                    (   ). 

Тогда систему (11) можно переписать в виде 
 

{
 
 

 
 
 ( )    ( )   ∫  (𝑠)

 

 

 (  𝑠  ) 𝑠 

 ( )    ( )   ∫   ( )

 

 

 (     )   

                                       (  ) 

 

где  

                     ( )   ( )  ∫   (   ) ( )    ∫  ( )
 

 
  (   )   

 

 
 

 

                     ( )   ( )  ∫   (   ) ( )  
 

 
  ∫  (𝑠)  (𝑠  ) 𝑠

 

 
  

 

Теорема. Пусть  (   )  ∈   ( ) и представима в виде 
 

 (   )      
      

   
𝑔(   )   

 

где 𝑔(   ) ∈  ( )  ( ) ∈          ( ) ∈         и  (   ) ∈ L(D),  (   ) ∈ L(D). То-

гда существует единственное регулярное решение уравнения (1) в области  , удовлетво-

ряющее краевым условиям (3) и (4). Решение имеет вид 
 

 (   )    ( )   ( )   ( )    (   )   
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   ∫ (𝑠)

 

 

      (  𝑠  ) 𝑠   ∫  ( )

 

 

      (     )    

 

 ∫∫  (𝑠  )    (  𝑠    )   𝑠

 

 

 

 

                                              (  ) 

 

где  ( )     ( )  являются решением системы (12). 

 

5.  ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
 

 

Подставляя найденные значения  ( ) и  ( ) в соотношение (9), получим, что решение 
имеет вид (13). Из соотношения (13), в частности, следует единственность решения  (   ) 
для задачи (1), (3), (4). 

То, что функция  (   )  представленная в виде (13), является искомым решением для 
уравнения (1), следует из условий, наложенных на правую часть и краевые условия, а 
также из формул дифференцирования (6), (7). Это завершает доказательство теоремы. 
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ON A NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM  
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FOR A FRACTIONAL TELEGRAPH EQUATION 
 

R.A. PSHIBIKHOVA  
 

Institute of Applied Mathematics and Automation – 

branch of the FSBSE “Federal Scientific Center  

“Kabardin-Balkar Scientific Center of the Russian Academy of Sciences” 

360000, KBR, Nalchik, Shortanov street, 89 A 

E-mail: ipma@niipma.ru 
 

In this paper, we study a nonlocal boundary value problem for a generalized telegraph equation with 
fractional derivatives. Fractional differentiation is specified using the Caputo operator. The equation is 
considered in a bounded rectangular domain of the plane of two independent variables. Nonlocal bound-
ary conditions are specified in the form of partial integral expressions from the desired solution for each 
of the variables with given continuous kernels. Using the previously obtained representation for the solu-
tion of the Goursat problem for the equation under study in terms of the Wright-type function, the prob-
lem under consideration can be reduced to the system of Volterra linear integral equations with respect 
to the traces of the desired solution on the part of the boundary of the domain. As a result, a theorem on 
the existence and uniqueness of a solution to the problem under study is proved; its representation is 
found in terms of solutions to the resulting system of integral equations. 

 

Keywords: non-local problem, Caputo derivative, fractional telegraph equation, integral condition, 

Wright-type function. 
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