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В работе рассматривается интегральное преобразование Ханкеля функции типа Миттаг-Леф-

флера со степенным множителем. Результат преобразования найден в терминах специальной 

функции Фокса. Показывается, что в некоторых частных случаях полученные формулы совпадают 

с известными табличными формулами. 
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Интегральным преобразованием Ханкеля порядка 𝜈 функции 𝑓(𝑡) называется интеграл [1] 
 

𝑓𝜈
∗(𝑝) = 𝐻𝜈[𝑓(𝑡)] = ∫ 𝑓(𝑡) 𝑡 𝐽𝜈(𝑝𝑡) 𝑑𝑡

∞

0

,    𝜈 ≥ −1/2,    0 < 𝑝 < ∞.                     (1) 

 

Здесь 𝐽𝜈(𝑧) – функция Бесселя первого рода порядка 𝜈, определяемая степенным ря-

дом [2, 3] 

𝐽𝜈(𝑧) = ∑
(−1)𝑘

𝑘! Γ(𝑘 + 𝜈 + 1)

∞

𝑘=0

(
𝑧

2
)

𝜈+2𝑘

. 

 

Преобразование Ханкеля функции 𝑓(𝑡) верно для любых точек на интервале ( 0, ∞), в 

которых функция 𝑓(𝑡) непрерывна или кусочно-непрерывна с конечным числом точек раз-

рыва первого рода, и   

∫ |𝑓(𝑡)| 𝑡1/2 𝑑𝑡

∞

0

< ∞. 

 

Формула обращения преобразования Ханкеля определяется интегралом 
 

𝑓(𝑡) = 𝐻𝜈
−1[𝑓𝜈

∗(𝑝)] = ∫ 𝑓𝜈
∗(𝑝) 𝑝 𝐽𝜈(𝑝𝑡) 𝑑𝑝

∞

0

,       0 < 𝑡 < ∞.                       (2) 

 

Вычислим преобразование Ханкеля функции  
 

𝑓(𝑡) = 𝑡𝜎−2𝐸𝛼,𝛽(−𝜆𝑡𝜔),  𝜆 > 0,  0 < 𝛼 < 2, 

где 
 

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

Γ(𝛽 + 𝛼𝑘)

∞

𝑘=0

 

 

– функция типа Миттаг-Леффлера [4]. 
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Обозначим 

𝐼 = ∫ 𝑡𝜎−1 𝐽𝜈(𝑝𝑡) 𝐸𝛼,𝛽(−𝜆𝑡𝜔) 𝑑𝑡

∞

0

.                                              (3) 

 

Из асимптотических свойств функции Бесселя [2, 3] 
 

𝐽𝜈(𝑧) = 𝑂(𝑧𝜈),   𝑧 → 0;    𝐽𝜈(𝑧) ~√
2

𝜋𝑧
cos [𝑧 −

𝜋

4
(2𝜈 + 1)],    |𝑧| → ∞, 

 

|arg 𝑧| < 𝜋, и функции типа Миттаг-Леффлера [4] 
 

 𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = 𝑂(1),   𝑧 → 0;  𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = − ∑
𝑧−𝑘

Γ(𝛽−𝛼𝑘)
𝑛
𝑘=1 + 𝑂(|𝑧|−𝑛−1),     |𝑧| → ∞, 

 

𝛾 ≤ |arg 𝑧| ≤ 𝜋,  
𝜋𝛼

2
< 𝛾 < min{𝜋, 𝜋𝛼}, следует, что интеграл (3) сходится при 𝜎 < 𝜔 + 1/2,  

если 𝛼 ≠ 𝛽 и 𝜎 < 2𝜔 + 1/2,  если 𝛼 = 𝛽. 
Используя известное представление [5, с. 101] 
 

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) =
1

2𝜋𝑖 
∫

Γ(𝑠)Γ(1 − 𝑠)

Γ(𝛽 − 𝛼𝑠)
(−𝑧)−𝑠𝑑𝑠

𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞

,                                      (4) 

 

где 0 < 𝛾 < 1, 𝛼 < 2,  |𝑎𝑟𝑔(−𝑧)| < 𝜋(1 − 𝛼/2), из (3) получим 
 

𝐼 =
1

2𝜋𝑖 
∫

Γ(𝑠)Γ(1 − 𝑠)

Γ(𝛽 − 𝛼𝑠)
𝜆−𝑠𝑑𝑠

𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞

∫ 𝑡𝜎−𝜔𝑠−1𝐽𝜈(𝑝𝑡)𝑑𝑡.  

∞

0

 

 

Внутренний интеграл вычисляется по формуле [6, с. 174] 
 

∫ 𝑡𝑎−1𝐽𝜈(𝑐𝑡)𝑑𝑡 = 2𝑎−1𝑐−𝑎
Γ (

𝑎 + 𝜈
2 )

Γ (1 +
𝜈 − 𝑎

2 )
,    𝑐 > 0,   −  𝜈 <  𝑎 < 3/2.    

∞

0

 

 

Таким образом, получим 
 

𝐼 =
2𝜎−1

𝑝𝜎

1

2𝜋𝑖 
∫

Γ (
𝜎 − 𝜔𝑠 + 𝜈

2 ) Γ(1 − 𝑠)Γ(𝑠)

Γ (1 +
𝜈 − 𝜎 + 𝜔𝑠

2 ) Γ(𝛽 − 𝛼𝑠)
(

2𝜔𝜆

𝑝𝜔
)

−𝑠

𝑑𝑠,

𝛾0+𝑖∞

𝛾0−𝑖∞

 

 

где 0 < 𝛾0 < min  {1,  (𝜎 + 𝜈)/𝜔},  2𝑛 + 𝜔𝑘 + 𝜎 + 𝜈 ≠ 0, 𝑛, 𝑘 = 0,1,2, … Сделав замену 𝑠 =
𝜎/𝜔 − 𝑡, получим 

 

𝐼 =
𝜆−𝜎/𝜔

2

1

2𝜋𝑖 
∫

Γ(𝜈/2 + 𝜔𝑡/2)Γ(1 − 𝜎/𝜔 + 𝑡)Γ(𝜎/𝜔 − 𝑡)

Γ(1 + 𝜈/2 − 𝜔𝑡/2)Γ(𝛽 − 𝛼𝜎/𝜔 + 𝛼𝑡)
(

𝑝𝜔

2𝜔𝜆
)

−𝑡

𝑑𝑡

𝛾1+𝑖∞

𝛾1−𝑖∞

= 

 

 

=
𝜆−𝜎/𝜔

2
𝐻2,3

2,1 [
𝑝𝜔

2𝜔𝜆
|

(1 − 𝜎/𝜔 ,1), (𝛽 − 𝛼𝜎/𝜔, 𝛼)

(𝜈/2, 𝜔/2), (1 − 𝜎/𝜔, 1), (−𝜈/2, 𝜔/2)
] ,              (5) 

 

где 𝐻2,3
2,1[𝑧|⋯] – функция Фокса [7]. Здесь − min {𝜈/𝜔, 1 − 𝜎/𝜔} < 𝛾1 < 𝜎/𝜔. 
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Представление функции (5) в виде степенного ряда имеет вид [7] 
 

𝐻2,3
2,1 [𝑧 |

(1 − 𝜎/𝜔, 1), (𝛽 − 𝛼𝜎/𝜔, 𝛼)

(𝜈/2, 𝜔/2), (1 − 𝜎/𝜔, 1), (−𝜈/2, 𝜔/2)
] = 

 

= ∑ 𝑎𝑘 𝑧(𝜈+2𝑘)/𝜔

∞

𝑘=0

+ ∑ 𝑏𝑘 𝑧𝑘+1−𝜎/𝜔

∞

𝑘=0

,   0 < 𝑧 < ∞, 

 

где 
 

𝑎𝑘 =
(−1)𝑘

𝑘!

Γ(1 − (𝜈 + 𝜎 + 2𝑘)/𝜔)Γ((𝜈 + 𝜎 + 2𝑘)/𝜔) 

Γ(1 + 𝜈 + 𝑘)Γ(𝛽 − 𝛼(𝜈 + 𝜎 + 2𝑘)/𝜔) 
, 

 

𝑏𝑘 =
(−1)𝑘Γ((𝜈 + 𝜎 − 𝜔)/2 − 𝜔𝑘/2) 

Γ(1 + (𝜈 − 𝜎 + 𝜔)/2 + 𝜔𝑘/2)Γ(𝛽 − 𝛼 − 𝛼𝑘) 
. 

 

При 𝛼 = 𝛽 = 1, 𝜔 = 2 имеем 
 

𝐼 = ∫ 𝑡𝜎−1𝑒−𝜆𝑡2
𝐽𝜈(𝑝𝑡)𝑑𝑡

∞

0

. 

 

С другой стороны, из (5) имеем, что  
 

𝐼 =
𝜆−𝜎/2

2

1

2𝜋𝑖 
∫

Γ(𝜎/2 − 𝑡)Γ(𝜈/2 + 𝑡)

Γ(1 + 𝜈/2 − 𝑡)
(

𝑝2

4𝜆
)

−𝑡

𝑑𝑡

𝛾2+𝑖∞

𝛾2−𝑖∞

, 

 

где −𝜈/2 < 𝛾2 < 𝜎/2.  Сделав замену 𝑡 = 𝑠 − 𝜈/2, получим 
 

𝐼 =
𝑝𝜈𝜆−(𝜎+𝜈)/2

21+𝜈

1

2𝜋𝑖 
∫

Γ((𝜎 + 𝜈)/2 − 𝑠)Γ(𝑠)

Γ(1 + 𝜈 − 𝑠)
(

𝑝2

4𝜆
)

−𝑠

𝑑𝑠,

𝛾3+𝑖∞

𝛾3−𝑖∞

 

 

где 0 < 𝛾3 < (𝜎 + 𝜈)/2. Учитывая представление вырожденной гипергеометрической 

функции (функции Куммера) [5, с. 74] 
 

Γ(𝑎)

Γ(с)
𝐹1 1(𝑎; 𝑐; 𝑧) =

1

2𝜋𝑖 
∫

Γ(𝑎 − 𝑠)Γ(𝑠)

Γ(𝑐 − 𝑠)
(−𝑧)−𝑠𝑑𝑠,

𝑖∞

−𝑖∞

                              (6) 

 

где |𝑎𝑟𝑔(−𝑧)| <
𝜋

2
,   𝑎 ≠ 0, −1, −2, …, получим формулу 

 

∫ 𝑡𝜎−1𝑒−𝜆𝑡2
𝐽𝜈(𝑝𝑡)𝑑𝑡

∞

0

=
𝑝𝜈𝜆−

(𝜎+𝜈)
2

21+𝜈

Γ (
𝜎 + 𝜈

2 )

Γ(1 + 𝜈)
𝐹1 1 (

𝜎 + 𝜈

2
; 1 + 𝜈; −

𝑝2

4𝜆
) ,              (7) 

 

которая совпадает с приведенной в [6, с. 186]. 

В случае, когда 𝜎 = 2 − 𝜈, из (7) с учетом (6) и (4) имеем  
 

∫ 𝑡1−𝜈𝑒−𝜆𝑡2
𝐽𝜈(𝑝𝑡)𝑑𝑡

∞

0

=
𝑝𝜈

21+𝜈𝜆
𝐸1,1+𝜈 (−

𝑝2

4𝜆
) .                                    (8) 

 

При 𝛼 = 𝛽 = 1, 𝜔 = 2,  𝜎 = 𝜈, из (5) имеем 
 



Ф.Г. ХУШТОВА 

Известия Кабардино-Балкарского научного центра РАН № 6 (92) 2019                                                           105 

𝐼 =
𝜆−𝜈/2

2

1

2𝜋𝑖 
∫

Γ(𝜈/2 + 𝑡)Γ(𝜈/2 − 𝑡)

Γ(1 + 𝜈/2 − 𝑡)
(

𝑝2

4𝜆
)

−𝑡

𝑑𝑡

𝛾4+𝑖∞

𝛾4−𝑖∞

,   −𝜈/2 < 𝛾4 < 𝜈/2. 

 

Сделав замену 𝑡 = 𝜈/2 + 𝑠, получим 
 

𝐼 = 2𝜈−1𝑝−𝜈
1

2𝜋𝑖 
∫

Γ(𝜈 + 𝑠)Γ(−𝑠)

Γ(1 − 𝑠)
(

𝑝2

4𝜆
)

−𝑠

𝑑𝑠

𝛾5+𝑖∞

𝛾5−𝑖∞

,    −𝜈 < 𝛾5 < 0. 

 

Учитывая представление [5, с. 168]  
 

𝛾(𝑎, 𝑧) =
1

2𝜋𝑖 
∫

Γ(𝑎 + 𝑠)Γ(−𝑠)

Γ(1 − 𝑠)
𝑧−𝑠𝑑𝑠

𝛾6+𝑖∞

𝛾6−𝑖∞

,  − 𝑎 < 𝛾6 < 0, 

 

где 𝛾(𝑎, 𝑧) – неполная гамма-функция, приходим к формуле, приведенной в [6, с. 186] 
 

∫ 𝑡𝜈−1𝑒−𝜆𝑡2
𝐽𝜈(𝑝𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 2𝜈−1𝑝−𝜈𝛾 (𝜈,
𝑝2

4𝜆
). 
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The paper considers the Hankel integral transform of the Mittag-Leffler type function with a power 

factor. The result of the transformation is found in terms of the special Fox function. It is shown that in 

some special cases the formulas obtained coincide with the known tabular formulas. 
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