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В настоящей работе рассматривается неоднородное параболическое уравнение четвертого 

порядка с дробной производной по временной переменной. Дробная производная понимается в 

смысле производной Римана–Лиувилля. Для рассматриваемого уравнения исследуется краевая за-

дача в полуполосе. Линейность задачи позволяет редуцировать ее к решению однородного пара-

болического уравнения четвертого порядка с дробной производной по временной переменной с 

однородным начальным условием и неоднородными краевыми условиями. В работе дано фунда-

ментальное решение параболического уравнения четвертого порядка с дробной производной по 

временной переменной в терминах функции Райта, построено представление решения постав-

ленной задачи, доказана единственность решения в классе функций быстрого роста. 
 

Ключевые слова: дробная производная Римана – Лиувилля, параболическое уравнение чет-

вертого порядка, задача в полуполосе. 

 

1. ВВЕДЕНИЕ 
 

Рассмотрим в области {( , ) :0 ,0 }D x t x t T=      уравнение  
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где 𝑛 ∈ ℕ, 
0tD

 – оператор дробного (в смысле Римана – Лиувилля) интегродифференци-

рования порядка  , 0 1  , определяемый соотношением [1, с. 9] 
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где [ ]  – целая часть числа 𝛼 ∈ ℝ, которая удовлетворяет неравенству [ ] [ ] 1    + . 

Уравнение (1) с производной второго порядка по переменной x называется диффузион-

но-волновым уравнением. Диффузионно-волновое уравнение широко исследовано. В 

частности, в работе [2] решена задача Коши для уравнения диффузии дробного порядка с 

регуляризованной дробной производной. В работе [3] построено фундаментальное реше-

ние, дано решение задачи Коши и доказана теорема единственности в классе функций, 
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удовлетворяющих аналогу условия А.Н. Тихонова, для диффузионно-волнового уравне-

ния. В работе [4] с помощью интегральных преобразований найдено решение диффузион-

но-волнового уравнения четвертого порядка с регуляризованной дробной производной по 

времени. В работе [5] найдено решение задачи Коши для дробного диффузионно-

волнового уравнения. Наиболее полную библиографию можно найти в работах [3, 6, 7, 8]. 

В полубесконечной области в работе [9] исследована краевая задача для однородного 

уравнения второго порядка с дробной производной. В работе [10] для уравнения диффу-

зии дробного порядка с постоянными коэффициентами при младших членах решена зада-

ча в полуполосе.  

В работе [11] построено фундаментальное решение для параболического уравнения по-

рядка 2n, исследованы его свойства и доказаны теоремы существования и единственности 

решения задачи Коши.  

В данной работе для уравнения (1) построено представление решения в полуполосе и 

доказана единственность решения в классе функций быстрого роста. 

 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Регулярным решением уравнения  (1) в области D  назовем функцию ( , )u u x t= , име-

ющую непрерывные  производные  по  переменной x  до четвертого порядка, такую, 

что 
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, удовлетворяющую уравнению (1) во всех точках ( , )x t D . 

Найти регулярное решение уравнения (1) в области D , удовлетворяющее начальному 

условию 
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и краевым условиям 
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где ( )x , 
0
( )t  

1( )t  – заданные функции. 

В силу линейности задачи (1)-(3) решение можно представить в виде   
 

1 2( , ) ( , ) ( , ),u x t u x t u x t= +      (4) 
 

где 
1( , )u x t  является решением задачи Коши в области 

{( , ) : ,0 }x t x t T= −     
 

4

1 0 4
  

( , )
( , ) ( , ) ( , ),t

u x t
Lu x t D u x t f x t

x

 
= + =


   (5) 

 

1

0 1
0

lim ( , ) ( ),t
t

D u x t x −

→
=      (6) 

 



Л.Л. КАРАШЕВА  

Известия Кабардино-Балкарского научного центра РАН № 5 (91) 2019                                                             23 

функции ( , )f x t  и ( )x  можно определить так, что ( , ) ( , ),f x t f x t=  ( ) ( )x x =  при 

0x  , и продолжаем при 0x   так, чтобы выполнялись условия существования решения 

задачи Коши [11, Теорема 1], в частности, 
 

4

4

| |
lim ( )exp | | 0,
x

x k x  −

→

 
− = 
 

 

 

4

1 4

| |
lim ( , )exp | 0. |
x

t f x t k x − −

→

 
− = 
 

 

 

Определив функцию 
1( , )u x t  [11], находим, что функция 

2
( , )u x t  является решением од-

нородного уравнения (1), удовлетворяющим условиям  
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Поэтому далее будем рассматривать следующую задачу: найти регулярное решение 

уравнения  
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удовлетворяющее начальному условию 
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и краевым условиям 
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3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ 
 

Рассмотрим функцию  
3

1
4

4
1

3
( , ) | | ; , ,

4 4 4

t
x t x t


  

−
− 

 =  − − 
 

    (10) 

где 

4 4 4 4( ; , ) , ; , ; , 1,
im i im i

m z e ze e ze
   

        
− −   

 = +  −   
   

 𝜇 ∈ ℂ, 𝑚 ∈ ℕ, 

( )
0

, ;
! ( )

p

p

z
z

p p
  

 



=

=
 +

  – функция Райта [12]. Функция ( , )x t  является фунда-

ментальным решением уравнения (1), для нее справедливы следующие выражения:  
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где 𝑞 ∈ ℕ ∪ {0}, 𝛾 ∈ ℝ. 

 

4. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ 

Пусть функции 
1 1

0 1( ), ( ) ( )t t t t C D  − −   и 
1 0 1( ) ( )tt D t −= , 

0 0 0( ) ( )tt D t −= , 
2


  , 

тогда решение задачи (7)-(9) представимо в виде 
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Доказательство. Непосредственной подстановкой функции (16) в уравнение (7) с учетом 

(12), (13) и (14) можно показать, что функция (16) удовлетворяет уравнению (7). Из (13) и 

(14) очевидно, что функция (16) удовлетворяет однородному условию (8). 

Проверим, выполняется ли первое краевое условие из (9): 
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Так как 
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Учитывая оценку (14), в последнем выражении можно перейти к пределу под знаком ин-

теграла, таким образом получим 
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Подставим (16) во второе условие из (9) и рассуждая аналогично, как при проверке 
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С учетом (14) и если 
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Теорема доказана. 

 

5. ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ 
 

В классе функций, удовлетворяющих условию  
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где   – положительная постоянная, существует не более одного решения задачи (7)-(9). 

Доказательство. Пусть ( )
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удовлетворяющая следующим свойствам:  
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где 1,4j = , const – постоянная, не зависящая от x  и r . 
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Рассмотрим функцию 
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Пусть ( , )u x t  – решение однородной задачи (7)-(9), т.е. 
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Из формулы дробного интегрирования по частям [7, c. 15] 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( 0),
b b

as bs

a a

g s D h s ds h s D g s ds  =    

 

и в силу (19), а также равенств 
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и (см. (20), (21)) 
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получим 
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Перейдем к пределу при 0 →  в последнем равенстве и в силу того, что ( , )u x t  явля-

ется решением однородной задачи (7)-(9), и так как  
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с учетом равенств (18) и (15) следует, что при x r  
 

(4 )3

0 (4 )
00 1

4!
( , ) ( , ) ( ) ( , , , ) .

!(4 )

j jt

t rj j
jr r

d
D u x t u h x G x t d d

j j d





     
 

−
−

−
=  +


=

− 
   

 

Из вида функции ( , , , )G x t    и (14) получим, что 
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где 
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теграл в правой части (22) при r →  стремится к нулю. Таким образом, ( , ) 0u x t   для 

(0, )x +  и 
0t t . 

Далее покажем, что ( , ) 0u x t =   для любого 0t  . Предположим, что ( , ) 0u x t   при 

0t  . Обозначим через 
1 inf{ : ( , ) 0}t t u x t=  . Таким образом, из доказанного следует, 

что 
1 0
t t . Рассмотрим функцию 

1
( , ) ( , )p x t u x t t= + . Учитывая сделанное предположе-

ние и определение 
1
t , для любого  0   найдется значение x , такое, что  
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Так как ( , ) 0u x t   при 
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0 t t  , то 
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Отсюда следует, что ( , )p x t  является решением уравнения (7), удовлетворяет начальному 

условию 
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и условию (17). Таким образом, из доказанного выше следует, что ( , ) 0p x t  , по крайней 

мере для 
1

0 t t  , а это противоречит (23). Следовательно, предположение неверно и 

( , ) 0u x t   для любого 0t  . 
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A PROBLEM IN THE HALF-STRIP FOR FOURTH ORDER  
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In this work a fourth-order inhomogeneous parabolic equation with time fractional derivative is con-

sidered. The fractional derivative is understood in the sense of the Riemann-Liouville derivative. The 

boundary-value problem in the half-strip for equation under consideration is studied. The linearity of the 

problem allows reducing it to the solution of a homogeneous fourth order parabolic equation with a frac-

tional derivative with respect to the time variable with a homogeneous initial condition and inhomogene-

ous boundary conditions. In this paper a fundamental solution for fourth-order parabolic equation with 

time fractional derivative in terms of the Wright function is presented, а representation of the solution of 

the problem is constructed and uniqueness of the solution in the class of fast growth functions is proved. 
 

Keywords: Riemann – Liouville fractional derivative, fourth order parabolic equation, problem in the 

half-strip. 

 
Работа поступила 15.10.2019 г. 

 

mailto:ipma@niipma.ru

