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В данной работе исследуется линейное обыкновенное дифференциальное уравнение второго 
порядка с оператором непрерывно распределенного дифференцирования, и для него изучается 
двухточечная краевая задача методом функции Грина. Дробное дифференцирование понимается 
в смысле Римана–Лиувилля. Вводится в рассмотрение специальная функция, в терминах которой 
строится функция Грина задачи Неймана и доказываются основные свойства. Для рассматрива-
емого уравнения выписывается решение двухточечной краевой задачи в явном виде при выполне-
нии условия разрешимости. Указываются требования на ядро оператора непрерывно распреде-
ленного дифференцирования, гарантирующие выполнение условия разрешимости задачи Неймана. 

 

Ключевые слова: задача Неймана, функция Грина, оператор непрерывно распределенного 

дифференцирования, оператор дробного дифференцирования Римана–Лиувилля. 
 

1. Введение. В интервале 0 < 𝑥 < 𝑙 рассмотрим уравнение 
 

𝑢′′(𝑥)−𝑀0𝑥
0,1𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥),                (1) 

 

где 

𝑀0𝑥
0,1𝑢(𝑥) = ∫ 𝜇(𝑠)𝐷0𝑥

𝑠 𝑢(𝑥)

1

0

𝑑𝑠 

 

– оператор непрерывно распределенного дифференцирования [1], [2], 
 

𝐷0𝑥
𝑠 𝑢(𝑥) =

1

Г(−𝑠)
∫ 𝑢(𝑡)(𝑥 − 𝑡)−𝑠−1𝑑𝑡,      𝑠 < 0;

𝑥

0

 

 

   𝐷0𝑥
𝑠 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥),      𝑠 = 0,               (2) 

 

𝐷0𝑥
𝑠 𝑢(𝑥) = (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

𝐷0𝑥
𝑠−𝑛𝑢(𝑥),    𝑛 − 1 < 𝑠 ≤ 𝑛,   𝑛 ∈ ℕ 

 

– оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана–Лиувилля порядка 

𝑠 [2], [3, c. 28], μ(s), 𝑓(𝑥) − заданные функции. 

Дифференциальный оператор вида  

𝑀0𝑥
𝛼,𝛽

𝑢(𝑥) = ∫ 𝑎𝜉(𝑥)𝐷0𝑥
𝜉

𝑢(𝑥)

𝛽

𝛼

𝑑𝜉 

 

был впервые введен в работе [1] и назван оператором непрерывного интегро-
дифференцирования,  а  в  [2]  изучены   его  свойства,   в   частности,   получена  формула  
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непрерывного интегрирования по частям, доказана положительность оператора непрерывно-
го интегрирования. 

Уравнение (1) относится к классу обыкновенных непрерывных дифференциальных 

уравнений [1]. Непрерывные дифференциальные уравнения являются объектом исследо-

вания многих отечественных и зарубежных ученых (см., например, А.М. Нахушев [3], 

А.В. Псху [4, 5], В.Е. Федоров [6], A.N. Kochubei [7] и др.). 

В случае μ(s)=1 уравнение (1) было исследовано в работах [8-10], в которых построено 

фундаментальное решение, выписаны в явном виде решения начальной и краевых задач, 

найдены соответствующие функции Грина.  

В работе [11] для обыкновенного дифференциального уравнения с оператором 𝑀0𝑥
0,1

 в 

главной части выписано фундаментальное решение и найдено решение задачи Коши. 

В данной работе строится функция Грина задачи Неймана для уравнения (1). В терми-

нах функции Грина выписывается решение двухточечной краевой задачи в явном виде. 

 

2. Постановка задачи. Регулярным решением уравнения (1) в интервале ]0, 𝑙[ назовем 

функцию 𝑢 = 𝑢(𝑥), принадлежащую классу 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙]⋂𝐶2]0, 𝑙[ и удовлетворяющую 

уравнению (1) во всех точках 𝑥 ∈ ]0, 𝑙[. 
Задача. Найти регулярное решение уравнения (1) в интервале ]0, 𝑙[, удовлетворяющее 

условию 
 

    𝑢′(0) = 𝑢0,       𝑢′(𝑙) = 𝑢1,                (3) 
 

где 𝑢0, 𝑢1 − заданные постоянные. 

 

3. Обозначения и вспомогательные утверждения. Обозначим через (𝑔 ∗ ℎ)(𝑥) =

∫ 𝑔(𝑥 − 𝑡)ℎ(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
 – свертка Лапласа функций 𝑔(𝑥) и ℎ(𝑥), 

 

𝑘1(𝑥) = ∫
𝑥−𝑠

Г(1−𝑠)
𝜇(𝑠)𝑑𝑠,

1

0
                    (4) 

 

𝑘(𝑥) = ∫ 𝑘1(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
= ∫

𝑥1−𝑠

Г(2−𝑠)
𝜇(𝑠)𝑑𝑠

1

0
.                (5) 

 

Рассмотрим функцию  
 

𝑊(𝑥) = ∑ 𝑤𝑛(𝑥) = 𝑥 + (𝑥 ∗ 𝑘)(𝑥) + (𝑥 ∗ 𝑘 ∗ 𝑘)(𝑥)+ .  .  .,    ∞
𝑛=0          (6) 

 

𝑤0(𝑥) = 𝑥,    𝑤𝑛(𝑥) = (𝑤𝑛−1 ∗ 𝑘)(𝑥),    𝑛 ∈ 𝑁. 
 

Лемма 1. Пусть 𝜇(𝑠) ∈ 𝐿]0,1[. Тогда:  

1) ряд (6), определяющий функцию 𝑊(𝑥), сходится равномерно по 𝑥, 

2) функция 𝑊(𝑥) является решением задачи 
 

𝑊′′(𝑥) − ∫ 𝜇(𝑠)𝐷0𝑥
𝑠 𝑊(𝑥)

1

0
𝑑𝑠 = 0,    𝑊(0) = 0,    𝑊′(0) = 1,          (7) 

Доказательство. Из соотношения (5) следует оценка для функции 𝑘(𝑥) 
 

|𝑘(𝑥)| ≤ ∫ |𝜇(𝑠)|
(𝑥/𝑙)1−𝑠𝑙1−𝑠

Г(2−𝑠)
𝑑𝑠

1

0
≤ ∫ |𝜇(𝑠)|

𝑙1−𝑠

Г(2−𝑠)
𝑑𝑠 ≤ 𝐶

1

0
,           (8) 

где 𝐶 = С(𝜇, 𝑙)- положительная константа. 
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В силу оценки (8) из формулы (6) имеем неравенства 
 

|𝑤1(𝑥)| ≤
𝐶𝑥2

2!
,   |𝑤2(𝑥)| ≤

𝐶2𝑥3

3!
,   .  .  . ,   |𝑤𝑛(𝑥)| ≤

𝐶𝑛𝑥𝑛+1

(𝑛 + 1)!
, 

из которых следует равномерная сходимость ряда (6). 

Из равенства (5) видно, что 𝑘(0) = 0, в силу которого из формулы (6) непосредственно 

вытекают равенства 
𝑊′(𝑥) = ∑ 𝑤𝑛′(𝑥) = 1 + (1 ∗ 𝑘)(𝑥) + (1 ∗ 𝑘 ∗ 𝑘)(𝑥)+ .  .  .,    ∞

𝑛=0           (9) 

𝑊′′(𝑥) = ∑ 𝑤𝑛′′(𝑥) = 𝑘(𝑥) + (𝑘 ∗ 𝑘)(𝑥) + (𝑘 ∗ 𝑘 ∗ 𝑘)(𝑥)+ .  .  .,∞
𝑛=0           (10) 

𝑊(0) = 0,          𝑊′(0) = 1,         𝑊′′(0) = 0.           (11) 

В силу определения (2) представим оператор 𝑀0𝑥
0,1𝑢(𝑥) в виде 

𝑀0𝑥
0,1𝑢(𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝜇(𝑠)𝐷0𝑥

𝑠−1𝑢(𝑥)

1

0

𝑑𝑠 =
𝑑

𝑑𝑥
∫

𝜇(𝑠)

Г(1 − 𝑠)

1

0

∫ 𝑢(𝑡)(𝑥 − 𝑡)−𝑠𝑑𝑡

𝑥

0

𝑑𝑠 = 

=
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑢(𝑡)

𝑥

0
∫

(𝑥−𝑡)−𝑠

Г(1−𝑠)
𝜇(𝑠)𝑑𝑠

1

0
𝑑𝑡 =

𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑢(𝑡)

𝑥

0
𝑘1(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡 = (𝑢 ∗ 𝑘1)′(𝑥).                (12) 

 Учитывая формулы (6), (9), (11) и (1 ∗ 𝑘1)(𝑥) = 𝑘(𝑥), из соотношения (12) получим 

𝑀0𝑥
0,1𝑊(𝑥) = (𝑊 ∗ 𝑘1)′(𝑥) = (𝑊′ ∗ 𝑘1)(𝑥) = 

= (1 ∗ 𝑘1)(𝑥) + (1 ∗ 𝑘1 ∗ 𝑘)(𝑥) + (1 ∗ 𝑘1 ∗ 𝑘 ∗ 𝑘)(𝑥) + .  .  .  

= 𝑘(𝑥) + (𝑘 ∗ 𝑘)(𝑥) + (𝑘 ∗ 𝑘 ∗ 𝑘)(𝑥)+ .  .  . = 𝑊′′(𝑥), 

из которого вытекает первое равенство (7). 

 

4. Функция Грина. Рассмотрим функцию двух переменных, определенную в компакте 

Ω̅ = [0, 𝑙] × [0, 𝑙] 
 

𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝐻(𝑥 − 𝑡)𝑊(𝑥 − 𝑡) −
1

𝑊′′(𝑙)
𝑊′(𝑥)𝑊′(𝑙 − 𝑡).              (13) 

 

Здесь 𝐻(𝑥) – функция Хевисайда. 

Определение. Функцией Грина задачи Неймана для уравнения (1) назовем функцию 

𝑣(𝑥, 𝑡), обладающую следующими свойствами: 

1. 𝑣(𝑥, 𝑡) непрерывна в Ω̅. 
2. 𝑣(𝑥, 𝑡) как функция переменной 𝑥 является решением задачи 
 

𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) − ∫ 𝜇(𝑠)𝐷0𝑥
𝑠 𝑣(𝑥, 𝑡)

1

0
𝑑𝑠 = 0,        𝑣𝑥(0, 𝑡) = 0,       𝑣𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,        (14) 

 

по переменной 𝑡 является решением задачи 
 

𝑣𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) − ∫ 𝜇(𝑠)𝐷𝑙𝑡
𝑠 𝑣(𝑥, 𝑡)

1

0
𝑑𝑠 = 0,        𝑣𝑡(𝑥, 0) = 0,       𝑣𝑡(𝑥, 𝑙) = 0.       (15) 
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3. При 𝑡 = 𝑥 производные 𝑣𝑥(𝑥, 𝑡) и 𝑣𝑡(𝑥, 𝑡) имеют скачок, равный единице, то есть 
 

𝑣𝑥(𝑥, 𝑥 + 0) − 𝑣𝑥(𝑥, 𝑥 − 0) = −1,              (16) 
 

𝑣𝑡(𝑥, 𝑥 + 0) − 𝑣𝑡(𝑥, 𝑥 − 0) = 1.                       (17) 
 

Лемма 2. Пусть выполнено условие 𝑊′′(𝑙) ≠ 0. Тогда 𝐺(𝑥, 𝑡) является функцией Грина 

задачи Неймана для уравнения (1). 

Доказательство. Первое свойство следует из непрерывности функций 𝑊(𝑥),  𝑊′(𝑥) и 

представления (13). 

Равенство (14) доказывается непосредственной подстановкой соотношения (13) в (14) с 

учетом формул (7) и (11) 
 

𝐺𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) − ∫ 𝜇(𝑠)𝐷𝑡𝑥
𝑠 𝐺(𝑥, 𝑡)

1

0

𝑑𝑠 = 

 

= 𝐻(𝑥 − 𝑡) [𝑊′′(𝑥 − 𝑡) − ∫ 𝜇(𝑠)𝐷𝑡𝑥
𝑠 𝑊(𝑥 − 𝑡)

1

0

𝑑𝑠] − 

 

−
𝑊′(𝑙 − 𝑡)

𝑊′′(𝑙)
[𝑊′′′(𝑥) − ∫ 𝜇(𝑠)𝐷𝑡𝑥

𝑠 𝑊′(𝑥)

1

0

𝑑𝑠] = 0. 

 

Аналогично доказывается соотношение (15) в силу равенств (7), (11). 

Из соотношений  
 

𝐺𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝐻(𝑥 − 𝑡)𝑊′(𝑥 − 𝑡) −
1

𝑊′′(𝑙)
𝑊′′(𝑥)𝑊′(𝑙 − 𝑡),                (18) 

 

𝐺𝑡(𝑥, 𝑡) = −𝐻(𝑥 − 𝑡)𝑊′(𝑥 − 𝑡) +
1

𝑊′′(𝑙)
𝑊′(𝑥)𝑊′′(𝑙 − 𝑡)                (19) 

 

в силу равенств (11) имеем 
 

𝐺𝑥(0, 𝑡) = 0,      𝐺𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,       𝐺𝑡(𝑥, 0) = 0,        𝐺𝑡(𝑥, 𝑙) = 0.       (20) 
 

Подставляя формулу (18) в равенство (16), с учетом того, что 𝑊(𝑥) – непрерывная 

функция, а 𝐻(𝑥) – разрывная в нуле функция, в силу соотношений (11) получим 
 

𝐺𝑥(𝑥, 𝑥 + 0) − 𝐺𝑥(𝑥, 𝑥 − 0) = 𝐻(−0)𝑊′(0) −
1

𝑊′′(𝑙)
𝑊′′(𝑥)𝑊′(𝑙 − 𝑥) − 

 

−𝐻(+0)𝑊′(0) −
1

𝑊′′(𝑙)
𝑊′′(𝑥)𝑊′(𝑙 − 𝑥) = −1. 

 

Формула (17) доказывается аналогично с помощью соотношения (19). 

5. Представление решения. 

Теорема. Пусть 𝜇(𝑠) ∈ 𝐿]0, 1[, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿]0, 𝑙[ ∩ 𝐶]0, 𝑙[. Тогда при выполнении условия 

𝑊′′(𝑙) ≠ 0 единственное регулярное решение задачи (1), (3) существует и имеет вид 

   𝑢(𝑥) = 𝑢0𝐺(𝑥, 0) − 𝑢1𝐺(𝑥, 𝑙) + ∫ 𝐺(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡.
𝑙

0
   (21) 
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Доказательство. Пусть 𝑢(𝑥) − регулярное решение уравнения (1). Умножим обе части 

уравнения (1) на функцию 𝐺(𝑥, 𝑡), предварительно поменяв в нем переменную 𝑥 на 𝑡, и 

проинтегрируем полученное равенство по 𝑡 в пределах от 0 до 𝑙. Тогда имеем 
 

∫ 𝐺(𝑥, 𝑡)𝑢′′(𝑡)𝑑𝑡 −
𝑙

0
∫ 𝐺(𝑥, 𝑡)

𝑙

0
∫ 𝜇(𝑠)𝐷0𝑡

𝑠 𝑢(𝑡)
1

0
𝑑𝑠𝑑𝑡 = ∫ 𝐺(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

𝑙

0
       (22) 

 

Проинтегрируем по частям первое слагаемое левой части равенства (22), учитывая, что 

функция 𝐺𝑡(𝑥, 𝑡) имеет разрыв, предварительно разбив промежуток интегрирования на два 

промежутка от 0 до 𝑥 и от 𝑥 до 𝑙 
 

∫ 𝐺(𝑥, 𝑡)𝑢′′(𝑡)𝑑𝑡

𝑙

0

= 𝑢′(𝑙)𝐺(𝑥, 𝑙) − 𝑢′(0)𝐺(𝑥, 0) − ∫ 𝐺𝑡(𝑥, 𝑡)𝑢′(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

− 

 

− ∫ 𝐺𝑡(𝑥, 𝑡)𝑢′(𝑡)𝑑𝑡

𝑙

𝑥

= 𝑢′(𝑙)𝐺(𝑥, 𝑙) − 𝑢′(0)𝐺(𝑥, 0) − 𝑢(𝑙)𝐺𝑡(𝑥, 𝑙) + 

 

+𝑢(0)𝐺𝑡(𝑥, 0) + 𝑢(𝑥)[𝐺𝑡(𝑥, 𝑥 + 0) − 𝐺𝑡(𝑥, 𝑥 − 0)] + ∫ 𝐺𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡.
𝑥

0
        (23) 

 

В силу формулы дробного интегрирования по частям и равенства 
 

𝐷𝑙𝑥
−𝑠𝑢′(𝑥) = 𝑢(𝑙)

(𝑙 − 𝑥)𝑠−1

Г(𝑠)
− 𝐷𝑙𝑥

1−𝑠𝑢(𝑥),      𝑠 ∈]0, 1[ 

 

второе слагаемое левой части формулы (22) перепишется в виде  
 

∫ 𝐺(𝑥, 𝑡)

𝑙

0

∫ 𝜇(𝑠)𝐷0𝑡
𝑠 𝑢(𝑡)

1

0

𝑑𝑠𝑑𝑡 = 𝐺(𝑥, 𝑙) ∫ 𝜇(𝑠)𝐷0𝑙
𝑠−1𝑢(𝑙)

1

0

𝑑𝑠 − 

 

−𝐺(𝑥, 0) ∫ 𝜇(𝑠)𝐷00
𝑠−1𝑢(0)

1

0

𝑑𝑠 − ∫ 𝐺𝑡(𝑥, 𝑡)

𝑙

0

∫ 𝜇(𝑠)𝐷0𝑡
𝑠−1𝑢(𝑡)

1

0

𝑑𝑠𝑑𝑡 = 

 

= 𝐺(𝑥, 𝑙) ∫ 𝑢(𝑡)𝑘1(𝑙 − 𝑡)

𝑙

0

𝑑𝑡 − ∫ 𝑢(𝑡)

𝑙

0

∫ 𝜇(𝑠)𝐷𝑙𝑡
𝑠−1𝐺𝑡(𝑥, 𝑡)

1

0

𝑑𝑠𝑑𝑡 = 

 

   = ∫ 𝑢(𝑡)
𝑙

0
∫ 𝜇(𝑠)𝐷𝑙𝑡

𝑠 𝐺(𝑥, 𝑡)
1

0
𝑑𝑠𝑑𝑡,            (24) 

 

так как из равенства (12) в силу формулы (5) предел lim
𝑡→0

∫ 𝜇(𝑠)𝐷0𝑡
𝑠−1𝑢(𝑡)

1

0
𝑑𝑠 = 0. 

Учитывая формулы (17), (23) и (24), из соотношения (22) получим  
 

𝑢(𝑥) + ∫ 𝑢(𝑡) [𝐺𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) − ∫ 𝜇(𝑠)𝐷𝑙𝑡
𝑠 𝐺(𝑥, 𝑡)

1

0

𝑑𝑠]

𝑙

0

𝑑𝑡 = 

 

= 𝑢(𝑙)𝐺𝑡(𝑥, 𝑙) − 𝑢(0)𝐺𝑡(𝑥, 0) − 𝑢′(𝑙)𝐺(𝑥, 𝑙) + 𝑢′(0)𝐺(𝑥, 0) − ∫ 𝐺(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

𝑙

0

 

 

из которого с учетом соотношений (3) и (15) получаем формулу (21). 
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Теперь покажем, что функция 𝑢(𝑥), определенная формулой (21), действительно явля-

ется решением задачи (1), (3). Дифференцируя дважды равенство (21), с учетом формул 

(17) и (20) будем иметь 
 

𝑢′(𝑥) = 𝑢0𝐺′(𝑥, 0) − 𝑢1𝐺′(𝑥, 𝑙) + ∫ 𝐺𝑥(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡,
𝑙

0
               (25) 

 

𝑢′′(𝑥) = 𝑢0𝐺′′(𝑥, 0) − 𝑢1𝐺′′(𝑥, 𝑙) +
𝑑

𝑑𝑥
[∫ 𝐺𝑥(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ 𝐺𝑥(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑙

𝑥

𝑥

0

] 

 

= 𝑢0𝐺′′(𝑥, 0) − 𝑢1𝐺′′(𝑥, 𝑙) + ∫ 𝐺𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑓(𝑥).
𝑙

0
                (26) 

 

Далее из равенства (21) получим 
 

𝑀0𝑥
0,1𝑢(𝑥) = 𝑢0 ∫ 𝜇(𝑠)𝐷0𝑥

𝑠 𝐺′(𝑥, 0)

1

0

𝑑𝑠 − 𝑢1 ∫ 𝜇(𝑠)𝐷0𝑥
𝑠 𝐺′(𝑥, 𝑙)

1

0

𝑑𝑠 + 

 

+ ∫ 𝑓(𝑡) ∫ 𝜇(𝑠)𝐷0𝑥
𝑠 𝐺(𝑥, 𝑡)

1

0
𝑑𝑠𝑑𝑡.

𝑙

0
             (27) 

 

Подставляя соотношения (26) и (27) в уравнение (1), в силу равенства (7) имеем тожде-

ство, которое доказывает, что функция 𝑢(𝑥), определенная формулой (21), действительно 

удовлетворяет уравнению (1).  

С учетом формул (20) из равенства (25) получим, что  
 

                       𝑢′(0) = 𝑢0𝐺′(0,0) − 𝑢1𝐺′(0, 𝑙) + ∫ 𝐺𝑥(0, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑢0,
𝑙

0
  

  

                        𝑢′(𝑙) = 𝑢0𝐺′(𝑙, 0) − 𝑢1𝐺′(𝑙, 𝑙) + ∫ 𝐺𝑥(𝑙, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑢1,
𝑙

0
  

 

где 𝐺′(0,0) = lim
𝑥→0

𝐺′ (𝑥, 0) = 1,   𝐺′(0, 𝑙) = lim
𝑥→0

𝐺′ (𝑥, 𝑙) = 0,   𝐺′(𝑙, 0) = lim
𝑥→𝑙

𝐺′ (𝑥, 0) = 0,   

𝐺′(𝑙, 𝑙) = lim
𝑥→𝑙

𝐺′ (𝑥, 𝑙) = −1. 

Выясним, для каких функций 𝜇(𝑠) выполняется условие разрешимости 𝑊′′(𝑙) ≠ 0.  Из 

обозначения (5) видно, что если 𝜇(𝑠) ≥ 0, то функция 𝑘(𝑥) ≥ 0. Отсюда из формулы (10) 

следует, что 𝑊′′(𝑙) представляет собой знакопостоянный числовой ряд с положительными 

членами, и поэтому сумма этого ряда отлична от нуля. Теорема доказана. 
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In this paper, we study a linear ordinary second-order differential equation with a continuously dis-

tributed differentiation operator and study a two-point boundary-value problem by the Green function 

method. Fractional differentiation is presented in the sense of the Riemann-Liouville. Green function of 

the Neumann problem is constructed in term of a special function. The main properties for Green func-

tions are proved. The explicit form of the solution for two-point boundary value problem to the equation 

under consideration is defined, when the solvability condition is satisfied. Requirements for the kernel of 

a continuously distributed differentiation operator that guarantee the fulfillment of the solvability condi-

tion for the Neumann problem are indicated.  
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