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В работе рассматривается обыкновенное дифференциальное уравнение с оператором дробно-

го дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна. Для исследуемого уравнения решена внутренне-

краевая задача с локальным смещением. Условие локального смещения связывает значения иско-

мого решения на концах рассматриваемого интервала со значениями во внутренних точках. При 

выполнении условия разрешимости найдено явное представление решения исходной задачи, вы-

раженное в терминах специальной функции Миттаг – Леффлера. Найдено условие однозначной 

разрешимости. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 

 

Рассмотрим уравнение 
 

𝐷0𝑥
{𝛼,𝛽,𝛾}

𝑢(𝑥) − 𝜆𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥),    𝑥 ∈ (0,1),                                         (1) 
 

где 𝐷0𝑥
{𝛼,𝛽,𝛾}

– оператор дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна порядка 𝜇 =
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 − 1 > 0, 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Оператор дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна, ассоциированный с 

последовательностью {𝛾0, 𝛾1, … , 𝛾𝑛} (𝛾𝑘 ∈ (0,1], 𝑘 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅), порядка α= ∑ γk
𝑛
𝑘=0 − 1 опреде-

ляется соотношением [1, 2] 
 

𝐷0𝑥
{𝛾0,𝛾1,…,𝛾𝑛}𝑢(𝑥) = 𝐷0𝑥

𝛾𝑛−1 𝐷0𝑥
𝛾𝑛−1 …𝐷0𝑥

𝛾1  𝐷0𝑥
𝛾0  𝑢(𝑥),                                   (2)  

 

где  𝐷0𝑥
𝜎  – оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана – Лиувилля 

порядка 𝜎 с началом в точке 𝑥 = 0, определяемый следующим образом [3, c. 28]: 
 

𝐷0𝑥
𝜎 𝜑(𝑡) =

{
  
 

  
 1

Γ(−𝜎)
∫

𝜑(𝑡)

|𝑥 − 𝑡|𝜎+1
 𝑑𝑡

𝑥

0

, 𝜎 < 0,

𝜑(𝑥),                                            𝜎 = 0,

𝜕[𝜎]+1

𝜕𝑥[𝜎]+1
𝐷0𝑥
𝜕𝜎−[𝜎]−1𝜑(𝑡),             𝜎 > 0,

 

 

где 𝛤(𝑧) – гамма-функция Эйлера. 

Отметим, что частными случаями оператора (2) являются операторы Римана – Лиувил-

ля и Капуто: в случае {𝛾𝑘}0
𝑛 = {𝛼 − 𝑛 + 1, 1, … , 1} оператор Джрбашяна – Нерсесяна сов-
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падает с производной Римана – Лиувилля, а в случае {𝛾𝑘}0
𝑛 = {1, 1, … , 𝛼 − 𝑛 + 1} – с про-

изводной Капуто. 

Оператор вида (2) введен в работе [1], где для линейного обыкновенного дифференци-

ального уравнения  
 

𝐷0𝑥
{𝛾0,𝛾1,…,𝛾𝑛}𝑢(𝑥) +∑𝑎𝑘(𝑥)

𝑛−1

𝑘=0

𝐷0𝑥
{𝛾0,𝛾1,…,𝛾𝑛−𝑘−1}𝑢(𝑥) + 𝑎𝑛(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 

доказана теорема существования и единственности решения задачи Коши в интервале 

(0, 𝑙) при условии, что 𝛾0 + 𝛾𝑛 > 1. 
В работе [2] для диффузионно-волнового уравнения с оператором дробного дифферен-

цирования Джрбашяна – Нерсесяна по временной переменной построено фундаменталь-

ное решение, дано решение задачи Коши и доказана теорема единственности в классе 

функций, удовлетворяющих аналогу условия А. Н. Тихонова.  

Изучению нелокальной задачи с интегральным смещением для уравнения (1) посвяще-

на работа [4]. Краевая задача с локальным смещением, связывающим значения искомого 

решения на концах рассматриваемого интервала со значениями во внутренних точках, 

рассматривалась в работе [5].  

 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ФОРМУЛИРОВКА ТЕОРЕМЫ 
 

Регулярным решением уравнения (1) называется функция 𝑢 = 𝑢(𝑥), такая, что 𝑢(𝑥) ∈

𝐿(0,1) ∩ 𝐶(0,1], 𝐷0𝑥
{𝛼,𝛽}

, 𝐷0𝑥
𝛼−1𝑢(𝑥) ∈ 𝐴𝐶[0,1], удовлетворяющая уравнению (1) в интервале 

(0,1). 
Задача. Найти регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям 
 

𝑢(1) =∑𝑎𝑖𝑢(𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

,   𝑥𝑖 ∈ (0,1),                                                  (3) 

 

[𝐷0𝑥
𝛼−1𝑢(𝑥)]𝑥=0 =∑𝑏𝑗𝑢(𝜉𝑗)

𝑛

𝑗=1

, 𝜉𝑗 ∈ (0,1),                                        (4) 

 

где 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 – заданные действительные числа. 

Введем следующие обозначения: 
 

(𝑔 ∗ 𝑓)(𝑥) = ∫ 𝑔(𝑥 − 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

,       𝑒𝛼,𝛽(𝑥) = 𝑥 
𝛽−1𝐸𝛼,𝛽(𝜆𝑥

𝛼), 

 

𝐾𝜇(𝑡) = 𝑒𝜇,𝜇(1 − 𝑡) −∑𝑎𝑖

𝑚

𝑖=1

𝑒𝜇,𝜇(𝑥𝑖 − 𝑡)𝐻(𝑥𝑖 − 𝑡),                            (5) 

 

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝛼𝑘+𝛽)
∞
𝑘=0  – функция типа Миттаг – Леффлера [6], 𝐻(𝑥) – функция Хевисайда. 

Решение задачи (1), (3), (4) найдем из представления задачи Коши [1] 
 

𝑢(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑒𝜇,𝜇(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡 + 𝑒𝜇,𝛼(𝑥)𝑐1 + 𝑒𝜇,𝛼+𝛽(𝑥)𝑐2,                    (6) 

 

где  

                                                lim
𝑥→0

𝐷0𝑥
𝛼−1 𝑢(𝑥) = 𝑐1,    lim

𝑥→0
𝐷0𝑥
𝛽−1 

𝐷0𝑥
𝛼 𝑢(𝑥) = 𝑐2.           
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Удовлетворим (6) условиям (3), (4). Получим: 
 

𝑢(1) = ∫ 𝑓(𝑡)
1

0

𝑒𝜇,𝜇(1 − 𝑡)𝑑𝑡 + 𝑒𝜇,𝛼(1)𝑐1 + 𝑒𝜇,𝛼+𝛽(1)𝑐2,                                 (7) 

 

𝑢(𝑥𝑖) = ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥𝑖

0

𝑒𝜇,𝜇(𝑥𝑖 − 𝑡)𝑑𝑡 + 𝑒𝜇,𝛼(𝑥𝑖)𝑐1 + 𝑒𝜇,𝛼+𝛽(𝑥𝑖)𝑐2,                         (8) 

 

𝑢(𝜉𝑗) = ∫ 𝑓(𝑡)
𝜉𝑗

0

𝑒𝜇,𝜇(𝜉𝑗 − 𝑡)𝑑𝑡 + 𝑒𝜇,𝛼(𝜉𝑗)𝑐1 + 𝑒𝜇,𝛼+𝛽(𝜉𝑗)𝑐2,                       (9) 

 

𝐷0𝑥
𝛼−1𝑢(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)

𝑥

0

𝑒𝜇,𝛽+𝛾(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡 + 𝑒𝜇,1(𝑥)𝑐1 + 𝑒𝜇,𝛽+1(𝑥)𝑐2.                  (10) 

 

Далее, в силу определения функции типа Миттаг – Леффлера, заметим, что 
 

lim
𝑥→0

 𝑒𝜇,𝛽+𝛾(𝑥) = 0,    lim
𝑥→0

 𝑒𝜇,𝛽+1(𝑥) = 0, 

 

lim
𝑥→0

𝑒𝜇,1(𝑥) = lim
𝑥→0

∑
𝜆𝑘𝑥𝑘

𝛤(𝜇𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

= 1 + lim
𝑥→0

∑
𝜆𝑘𝑥𝑘

𝛤(𝜇𝑘 + 1)
= 1,

∞

𝑘=1

 

 

таким образом получаем  
 

lim
𝑥→0

𝐷0𝑥
𝛼−1𝑢(𝑥) = 𝑐1.                                                           (11) 

 

Теперь, подставив значения (7)-(9), (11) в (3), (4), получим следующую систему: 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 ∫ 𝑓(𝑡)𝑒𝜇,𝜇(1 − 𝑡)𝑑𝑡 + 𝑒𝜇,𝛼(1)с1 + 𝑒𝜇,𝛼+𝛽(1)с2 =∑𝑎𝑖∫ 𝑓(𝑡)𝑒𝜇,𝜇(𝑥𝑖 − 𝑡)𝑑𝑡

𝑥𝑖

0

𝑚

𝑖=1

1

0

+

+с1∑𝑎𝑖𝑒𝜇,𝛼(𝑥𝑖) +

𝑚

𝑖=1

с2∑𝑎𝑖𝑒𝜇,𝛼+𝛽(𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

,

с1 =∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

∫ 𝑓(𝑡)𝑒𝜇,𝜇(𝜉𝑗 − 𝑡)𝑑𝑡
𝜉𝑗

0

+ с1∑𝑏𝑗𝑒𝜇,𝛼(𝜉𝑗)

𝑛

𝑗=1

+ с2∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑒𝜇,𝛼+𝛽(𝜉𝑗).

 

 

 

Объединим интегралы справа и слева воспользовавшись функцией Хевисайда. Получим 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
 с1 [𝑒𝜇,𝛼(1) −∑𝑎𝑖𝑒𝜇,𝛼(𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

] + с2 [𝑒𝜇,𝛼+𝛽(1) −∑𝑎𝑖𝑒𝜇,𝛼+𝛽(𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

] =

= −∫ 𝑓(𝑡)
1

0

[𝑒𝜇,𝜇(1 − 𝑡) −∑𝑎𝑖𝑒𝜇,𝜇(𝑥𝑖 − 𝑡)

𝑚

𝑖=1

𝐻(𝑥𝑖 − 𝑡)] 𝑑𝑡,

 

с1 [1 −∑𝑏𝑗𝑒𝜇,𝛼(𝜉𝑗)

𝑛

𝑗=1

] − с2∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑒𝜇,𝛼+𝛽(𝜉𝑗) =∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

∫ 𝑓(𝑡)𝑒𝜇,𝜇(𝜉𝑗 − 𝑡)𝑑𝑡
𝜉𝑗

0

.
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Или же, с учетом обозначений (5) 
 

{
 
 

 
 с1𝐾𝛼(0) + с2𝐾𝛼+𝛽(0) = −∫ 𝑓(𝑡)

1

0

𝐾𝜇(𝑡)𝑑𝑡,

с1 [1 −∑𝑏𝑗𝑒𝜇,𝛼(𝜉𝑗)

𝑛

𝑗=1

] − с2∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑒𝜇,𝛼+𝛽(𝜉𝑗) =∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

∫ 𝑓(𝑡)𝑒𝜇,𝜇(𝜉𝑗 − 𝑡)𝑑𝑡.
𝜉𝑗

0

         (12) 

 

Разрешая систему (8) относительно неизвестных 𝑐1 и 𝑐2,  при условии, что Δ ≠ 0, полу-

чаем, что с1 =
Δ1

Δ
, с2 =

Δ2

Δ
,  где 

 

Δ = −𝐾𝛼(0)∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑒𝜇,𝛼+𝛽(𝜉𝑗) − 𝐾𝛼+𝛽(0) [1 −∑𝑏𝑗𝑒𝜇,𝛼(𝜉𝑗)

𝑛

𝑗=1

], 

 

Δ1 = ∫ 𝑓(𝑡)
1

0

[𝐾𝜇(𝑡)∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑒𝜇,𝛼+𝛽(𝜉𝑗) − 𝐾𝛼+𝛽(0)∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑒𝜇,𝜇(𝜉𝑗 − 𝑡)𝐻(𝜉𝑗 − 𝑡)] 𝑑𝑡, 

 

Δ2 = ∫ 𝑓(𝑡)
1

0

[𝐾𝜇(𝑡) [1 −∑𝑏𝑗𝑒𝜇,𝛼(𝜉𝑗)

𝑛

𝑗=1

] + 𝐾𝛼(0)∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑒𝜇,𝜇(𝜉𝑗 − 𝑡)𝐻(𝜉𝑗 − 𝑡)] 𝑑𝑡. 

 

Справедлива следующая теорема. 
 

Теорема. Пусть функция 𝑓(𝑥) ∈  𝐶 (0,1) представима в виде 𝑓(𝑥) = 𝐷0𝑥
𝛾−1

𝑔(𝑥), 
где 𝑔(𝑥) ∈  𝐿[0,1],𝛼 + 𝛾 > 1, и выполняется условие 

 

Δ ≠ 0.                                                                       (13) 
 

1) Тогда существует регулярное решение задачи (3), (4) для уравнения (1), определяе-

мое равенством 
 

𝑢(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)
1

0

𝐺(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡, 

 

где  
 

𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝜇,𝜇(𝑥 − 𝑡)𝐻(𝑥 − 𝑡) + 
 

+
𝑒𝜇,𝛼(𝑥)

Δ
[𝐾𝜇(𝑡)∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑒𝜇,𝛼+𝛽(𝜉𝑗) − 𝐾𝛼+𝛽(0)∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑒𝜇,𝜇(𝜉𝑗 − 𝑡)𝐻(𝜉𝑗 − 𝑡)] + 

 

+
𝑒𝜇,𝛼+𝛽(𝑥)

Δ
[𝐾𝜇(𝑡) [1 −∑𝑏𝑗𝑒𝜇,𝛼(𝜉𝑗)

𝑛

𝑗=1

] + 𝐾𝛼(0)∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑒𝜇,𝜇(𝜉𝑗 − 𝑡)𝐻(𝜉𝑗 − 𝑡)]. 

 

 

2) Решение задачи (1), (3), (4) единственно тогда и только тогда, когда выполнено 

условие (13). 
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The paper considers an ordinary differential equation with the Dzhrbashyan – Nersesyan fractional 

differentiation operator. For the equation under study, the inner-boundary value problem with local shift 

has been solved. The local shift condition associates the values of the sought-for solution at the ends of 

the considered interval with the values at the internal points. Under the solvability condition, an explicit 

representation of the solution to the original problem is found, expressed in terms of the special Mittag - 

Leffler function. The condition of unique solvability is found. 
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